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INTRODUCTION

Un grand nombre d'écoulements fluides possèdent dds
domaines tourbillonnaire qui évoluent dans I'espace et dans le
temps. Des tourbillons se détachent sur le bord de fuite d'une aile
d'avion, ce qui crée la circulation qui est à I'origine de la portance
sur I'aile. D'autres apparaissent lorsque I'on ouvre les portes d'une
écluse et viennent éroder la rive. La turbulence elle-même est
expliquée par I'interaction de gros tourbillons sur des petits qui
dissipent l'énergie. On les retrouve aussi dans les turbines, les jets,
l'étude de l'atmosphère terrestre et dans bien d'autres écoulements.

Avant d'étudier le comportement de ces domaines
tourbillonnaires complexes, il est intéressant d'étudier les domaines
tourbillonnaires les plus simples (on pourrait dire élémentaires)
que I'on puisse imaginer et qui s'avèrent être soit des cylindres
tourbillons, soit des anneaux tourbillons. En superposant, en
généralisant ou en complexifiant les résultats obtenus sur ces
domaines simples, on peut penser qu'on pourra alors obtenir des
modélisations du comportement d'écoulement tourbillonnaires
complexes.

On peut alors adopter divers modélisations de cylindres
tourbillons ou d'anneaux et développer des calculs analytiques ou
numériques dont les résultats seront à comparer avec ceux de
divers expériences qui auront pu être mises en place pour
réaliser au mieux des cylindres ou des anneaux tourbillons.

Pour notre part, après un tour d'horizon expérimentale et
théorique sur les tourbillons, on s'intéressera donc plus
particulièrement à l'étude des anneaux tourbillons en regardant
succes srvement I'aspect théorique puis expérimental.
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I UN TOUR D'HORIZON EXPERIMENTAL. THEORIQUE ET
BIBLIOGRAPHIOUE:

Cette première partie à pour but de compléter I'approche des

anneaux tourbillons faite en introduction On va essayer de donner
un aperçu de toute I'atmosphère expérimentale, théorique et
historique dans laquelle beigne la question des anneaux tourbillons
afin de permettre une bonne compréhension de tout ce que I'on
peut dire au sujet des anneaux tourbillons. Somme toute, on
voudrait prendre un peu de recul, afin de bien aborder le
problème.

1 Les méthodes de création et d'observation d'anneaux suivant les
auteurs:

I I le phénomène:
On va regrouper ici, sous le nom d'anneau tourbillon toute

une classe de phénomènes semblables. Il est possible de
différentes façons de créer un volume fluide ayant la forme
d'un tore. Ce fluide se distingue généralement de son
environnement fluide par le fait qu'il possède un mouvement
de translation d'ensemble dans la direction de son axe, un
mouvement de rotation autour de sa ligne centrale et un
mouvement radiale.

ligne
centrale

+
I
\
axe

circulaire
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I 2 dilférentes,formations :
Ce phénomène bien connu est I'objet, depuis fort

longtemps, de recherches tant théoriques
qu'exp érimentales.

Sadron (12) nous présente différentes façons de créer des
anneaux dans I'air.

L"a"..b.oite .dE*Ïa_ij;
Dans une boite percée d'un trou sur une face et possédant une
membrane sur la face opposée, on met de la fumée. On expulse
la fumée en un jet limité en percutant la membrane. Le jet
s'enroule alors en un anneau de fumée. C'est par ce même
procédé que les fumeurs arrivent de créer des anneaux dê
fumée par expulsion de la fumée qui était dans leur bouche.

Le même procédé peut-être utilisé pour les liquides.

-I..ç_.... c.a.n o_n.. p.a.ragr_ê l.e.l

La combustion produit de la fumée et I'explosion augmente
brusquement le volume du gaz ce qui expulse la fumée selon un
jet qui s'enroule aussi en un anneau.

Exolosion de bulle:

4
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L'anneau est ici créé par le déplacement d'un disque.

disque I"')il
":ï:::""' 

il
P..a.r.... c-h u.tç....d.ç.... ss.q.$ç;

H-
poire
+

eau
!col-orée

goutte
F

La goutte colorée, lorsqu'elle arrive dans I'eau s'enroule en un
anneau coloré.

I3 Méthodes d'observation:
Ce qui suit se trouve dans les articles (10) (ll) (12)
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1--3--1*Mis-ç*çn jv-ldçnse**dç*llarusau;

Elle est généralement faite par la coloration du fluide qui
compose I'anneau et qui se déplace .Le problème de cette
coloration est qu'elle ne permet pas de suivre le mouvement
local des particules colorées car on ne voit bien que le
mouvement de translation d'ensemble et le mouvement
radial. Le mouvement de rotation autour de la ligne centrale
se devine ou se voit mais n'est pas mesurable avec la
coloration.

De plus on n'est pas assuré que toutes les particules en
mouvement sont colorées .On voit que les particules colorée.s
sont en mouvement mais d'autres peuvent l'être aussi.
L'anneau pourrait à priori avoir un diamètre supérieur à celui
de 1'anneau coloré, ce qui est observé dans l'expérience.
L'anneau coloré n'est pas tout à fait I'anneau tourbillon.

L'important dans la dénomination d'anneau tourbillon n'est
pas la coloration mais le fait d'avoir une masse fluide de la
forme d'un tore se distinguant par son mouvement comme
on I'a défini à la page 2. Une coloration immobile en forme
d'anneau n'est pas un anneau tourbillon !

Au lieu d'utiliser une coloration du liquide, on peut repérer
le mouvement à I'aide d'un liquide dans lequel sont
parsemées des petites particules (de la poudre d'aluminium
par exemple). On peut alors observer le mouvement en
observant le mouvement des particules. On peut ainsi
observer les anneaux tourbillons, mesurer précisément les
vitesses ainsi que le diamètre réel de l'anneau.

1,3-2*9bç.Ervatip..n.....d.e...llaun*e-au;.
D'abord il y a I'observation visuelle qui permet d'avoir

des ordres de grandeur des dimensions, des vitesses et du
temps du phénomène. Pour avoir des mesures plus précises,
on peut faire des photographies ou même filmer I e

phénomène avec une camera rapide.
Une photographie avec un long temps d'exposition permet

de voir I'augmentation de diamètre.
On peut aussi observer I'anneau en regardant sa trace (ou

empreinte) sur un grillage plan recouvert d'une mince
pellicule liquide placé sur le trajet de I'anneau et que l'anneau
peut traverser sans déformation.

Dans de I'eau avec des particules d'aluminium, I'oeil perçoit
les lignes de circulation alors qu'une plaque
photographique enregistre les trajectoires des particules et
qu'une pose très courte donne les lignes instantanées de
courant. Marty de cette façon arrive de mesurer les vitesses



des particules autour de la ligne centrale.

On vient de voir comment expérimentalement se manifeste
le phénomène d'anneau tourbillon.

2 La théorie des tourbillons:

2l introduction:

Sous le nom de théorie des tourbillons, oo regroupe toute
une série de développements qui ont rapport au champ du
rotationel des vitesses d'un fluide qui souvent est parfait.

Il est important également d'avoir toujours à I'esprit la
palette d'outils mathématiques qu'utilise la mécanique
macroscopique des fluides pour s'exprimer (modélisation et
résolution) :géométrie différentielle( analyse tensorielle,
développements asymptotiques,...); analyse fonctionnelle
(dérivation, intégration, théorie des distributions,...) et analyse
numérique.

22 Lp.ç orn.n.d..ç ré.su.l.tnt,ç :

La petite présentation de la théorie des tourbillons, qui va
suivre, s'appuie sur les ouvrages (6) (7) et (8) de la
bibliographie.
22 1 " Lo. v.gc1.ç.u*r.**tgu.r"hilloni.

tel
Soit V(x,t) te champ des vitesses. Soit
que:

le vecteur tourbillon C)

+1++
e = * ror(V)

/.
et soit le vecteur yerticité : 

,
@= rot(V)=1, O

ÿ=yi=1u,v,w) etô-+(Di = (8,n,() dans un repère cartésien

M est en Lx,=1x,y,z) à I'instant t et en

E le fluide à I'instant t et Xo à to

â=â6p=(â,b,c) à I'instant to



d oli__- =oj vij
dt

En coordonnés de Lagrange :

la conservarion de la rnasse est A - D(x,y,z) 
= l!x:-l (6)

po D(a,b,c) I .)r" I '

- Pour les liquides j=Po
En écrivant rotfif) = 0 et à partir de (2) et (6) , on obtient,
si p = 0, les équations de Cauchy :

M
+ +

V=V(x,y,z,t) : champ des ütesses
P:pression

f:force par unité de masse

do*+Pdiv(V;=6 (1)
dtl

On note Ô I'opérateur de dérivation partielle.

.) t 
* gradÇ+otÂV=-rgrad(P)+ÿÂV (2)

D'où : div(ro) = Q (3) et :

u; 
= .'rrÿrrô + v 

^; 
* dtrO (4)

rlt

En utilisant (3) et (1) dans (4) ,si tî1f = 0 et F = 0, on obtient
l'équation de Helmholtz :

{D1 ={Doi xi,aôuj
C'est les intégrales des équations de Helmoltz

223 Le champ de vitesse*;

On suppose p - 0 et rot(f)=Q
Il faut bien voir que le fait de calculer la solution fluide

parfait correspond à calculer la solution visqueuse au première
ordre même si c'est un problème à perturbation singulière et que
le première ordre peut s'écarter de la solution



Ë

expérimentale: vitesse induite à distance et non de proche en
proche par viscosité. Avoir le première ordre c'est déjà avoir une
partie du résultat.

Si on a le champ des vitesses en tout point de I à I'instant t,
on en déduit immédiatement le champ de vorticité par passage
au rotationnel. Inversement, supposons connu le champ des
tourbillons. On peut alors trouver I'unique champ de vitesse
associé (ce qui n'est à priori pas évident).

On a div(V)=O et rot(V)=6. On voir
l'électromagnétisme pour lequel on a:

I'analogie avec

divlËpg et ro-td)=+uÏ

: champ magnétique Ï ' densité volumique de courant

qo" rîr1Â)=ÿ.t divlÂ;=6 . on a ulo.. -ÂÀ=ô d,où

^-4.
peut auss

champ V à I'instant t et inversement. Au lieu de prendre comme

inconnues d'Euler les_ ütesses V(x,t),on peut donc prendre les

vecteurs tourbillon, to(x,t). C'est alors une nouvelle description
eulerienne du fluide que I'on peut faire et dont le développement
n'est autre que la théorie des tourbillons.

Z2âJhâosèmps..de . Ke s.p..:

Dans la suite on se place dans le ,u. .î,(i)=0 et v=0 sauf
mention contraire.

Soit Ct une courbe matérielle fermée et
circulation de la vitesse sur cette courbe.

Soit A tel

gghe
l*-tl
i écrire :

drËlrrri-Ël Â^

- 

LlÈ

l;;l'
que I'on

en notant r

On_voi

l-t f
or Àr drt=J_l "*,5^ô'dr,t 4tt | 'r'
. J,

I

t la formule de Biot et Savart.

on a le champ Cl) à l'instant t, on trouve le

l*{
=x-t .C'es

t que, si
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Théorème de Kelvin:

ThÉ-o..rè.m. ç.....d.ç..... -I-- a gr.a.nsç;

Si à un instant t0 il y a un potentiel
+

à dire (Dtg= 0 dans Dro ) ,alors il
instant dans D,poo. t>t0 .

des vitesses dans Dto (c,est

y aura un potentiel à tout

4I=o
dt

2.2J.."..L"igne,su"rf"a-ç-ç*""Jgur}ilJp*n;thjp;àm.e......d]H.çIm.gl.tz.;.

Une ligne tourbillon est une ligne pour laquelle d est
tangent en tout point. Une surface tourbillon est une
surface engendrée par les lignes tourbillons s'appuyant sur
une courbe donnée.
T hE -o-r^è..mç,,,,, d]H,el,m, p- l,t z;
Les surfaces (ou lignes) de tourbillons se conservent, ce sont

des surfaces (ou lignes) fluides. Le champ o est gelé dans la
matière et se déplace avec elle.

226 Tube tourbillon-Son intensité:

Un tube tourbillon est une surface tourbillon construite
sur une courbe fermée.C'est donc une surface fluide
materielle.

La circulation sur une ligne tracée sur une surface
tourbillon est nulle dès que la ligne peut se ramener à un point
par déformation continue sur la surface.

Iheffèrss.
La circulation pour Ies lignes
fois le tube est constante dans
tube. On appelle intensité du
de cette circulation.

fermées entourant une
le temps et le long du
tube la valeur constante

L'invariance dans le temps découle du théorème de Kelvin.
Pour constater I'invariance le long du tube, il suffit d'écrire
que la circulation est nulle sur la ligne composée qu'indique la
figure ci-dessous:
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Corollaire:
Un tube tourbillonnaire ne peut se terminer au milieu du

fluide. Il se ferme sur lui-même comme un anneau, ou bien il
s'étend jusqu'à une paroi, ou jusqu'à I'infini,ou jusqu'à une
surface de discontinuité. C'est ce que I'on a déjà signaler dans
I'introduction.

Comme le fluide est incompressible et que Ie tube
tourbillon est un tube matériel, son volume est une quantité
qui se conserve aussi dans le temps.

2.27....P.y"s1u.tip".n""""dç"....dp-m.êin-e-....t.ç..urb..i..Up..n;

Soit I le domaine fluide. Supposons connu la cinématique

de E à I'instant t0, soit par la donnée du champ de vitesse,soit
par celle du champ de vorticité.

Si le fluide ne subit aucune force extérieur, les équations
locales de la dynamique ne comportent que des grandeurs
cinématiques et permettent de déduire la cinématique à

I'instant t ultérieur.La cinématique à I'instant t0 est donc la
condition initial du système d'équations.

Supposons que la cinématique soit donnée à l'instant t0 par

la présence d'un domaine tourbillonnaire D,c dans E,o On a

déjt une idée des évolutions possibles. tes doivent satisfaire
les théorèmes précédant des chapitre 224 225 et 226.Pow
avoir une évolution plus précise de D,, il faut résoudre le
système d'équations dynamiques avec la condition initiale.

2-27-.1-...R-é-s-p-Lut-i.o.n....pa.r....-it-ér.a.tip.u

Villat (7) propose une première façon de déterminer
l'évolution de D,o. I1 part de la constatation que le problème
revient à déterminer trois fonctions x(a,b,c), y(a,b,c) et
z(a,b,c) vérifiant les conditions initiales :

x(a,b,c,t0)=a, y(a,b,C,t0)=[ et z(a,b,c,t0)-c (1)

dans le volume D,o. et vérifiant les formules de Cauchy et les
équations intégrales de la formule de Biot Il propose alors
une méthode de résolution du problème par itérations
successives.

?272.-.-Rs s-p-lutip...n..... nulnerisse;

On peut résoudre numériquement l'équation de Navier-
Stokes.

L2



227-3-.....4.utr.p-.ç......r-é-s..slu.tip...n;

. _I,lçllipsp.l
Le problème se résout dans le cas d'une ellipse possédant

une vorticité uniforme (D .Il apparait que le problème est
complètement satisfait si on imagine que la limite elliptique
tourne sans changement de forme à la vitesse constante N Le
développement est fait en annexe et on obtient:

22
^ +I-= I22ab

N= ob 
co

2
(a+b)

... ..n....tou.rb-i-l-l.sn$...( (6),(8) )

Un tourbillon ponctuel d'intensité f placé à I'origine du
plan est la répatition de vorticité telle que la fonction de

courant V de l'écoulement soit :rv- - i/og(r)
où r est la distance à I'origine.(une meilleur présentation plus
complète sera faite en II)
Soient û tourbillons ponctuels du plan. Le tourbillon i

d'intensité fi est 
"n 

(xi,Y). La fonction de l'écoulement est :

lnlzzl
,J, 4n? t

Le mouvement du j-ième tourbillon se calcul en considérant
qu'il est placé dans l'écoulement induit par les n-1 autres
tourbillons. Cet écoulement à pour fonction de courant :

vJ^,r)= *à t',"
zù

(x-x) + (v-v) l

dyr ûvi
-=dt ûx

On a donc les équations du

gt = 
.),h

dt tly
Posons:

22
(^: -^) + (y: -y)

91 =/t x,

v/ - - l; ). r,r: Iog(r,)
4nQa1J

Pi=/f, Y,

mouvement:

2
,rj =

et
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On a alors :

dqj=ùw dPj=-ùw
dt ùpj dt ûqi

On reconnait les équations d'un système hamiltonien où W
est I'hamiltonien du système.Tous les propriétés et les
résultats de tels systèmes sont donc applicable s pour notre
problème.
Le cas particulier de deux tourbillons est traité en annexe.

disoue tourbillon dans un écoulement uniforme:

Un disque tourbillon d'intensité uniforme est placé dans un
écoulement uniforme de vitesse V0.
En considérant le disque tourbillon comme un disque
matériel en rotation et en lui appliquant la force de portance
de Joukovski de l'écoulement stationnaire à chaque
instant,on trouve que le disque décrit une cycloîde. Ce calcul
est développé en annexe.

228 Les invariants:

On définit:

En= LI ov2d*\. zJF.,

ÿ.,
f-r- I v.J»

dI=
onadt

#--p[ltl'd^=osi p=s

et I'enstrophie:

ldl'a.

Dans le plan, on a :

dr =constant où dc est l'élément de volume

d [,o dt=odt'R" (théorème de Kélevin)

Lf^x:cùdt=o
dtJR2/rlwuY-

Q.=

s'appelle la densité volumique d'hélicité

da^
I'hélicité de E.

0
si dE est une surface tourbillon close.

ï.

et
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Soit le point:

dit centre de

Le centre de
Ona:

Itoar
/*ior at

Xi=

vorticité.

vorticité est donc invariant.(calculs en annexe)

yz
vw
q(

où (u,v,w) est le vecteur vitesse

Ceci termine la liste des généralités que I'on peut dire sur
les tourbillons. On doit toujours avoir ces renseignements à
I'esprit lorsque dans la suite on étudie plus particulièrement
les anneaux tourbillons.

II THEORIE DES ANNEAUX TOURBILLONS:

Nous sommes donc près pour l'étude théorique des anneaux
tourbillons. Nous allons développer ce que I'on vient de voir à ce
cas particulier. En plus de ces renseignements, dans cette partie,
nous allons nous servir essentiellement des ouvrages (7), (8), (9) et
(11) de la bibliographie, ainsi que des ouvrages (1), (2) et (3) pour
les parties plus mathématiques.

1 Modélisation:

Ce chapitre se propose de définir théoriquement I'anneau
tourbillon.Plusieurs approches complémentaires sont faites.

Ec=
2

x
u

\
dt

15



I I l'anneau comme distribution de Dirac:

Après un 'rappel' sur les distributions, nous allons définir
I'anneau tourbillon. Pour finir,nous verrons I'importance et 1a

situation des distributions de Dirac tourbillon (et donc celle de

I'anneau) dans la résolution des écoulements fluides.

111 Les distributions:

Ce paragraphe est adressé à tout ceux,qui (comme
avant l'étude des anneaux tourbillons) ne connaissent
distribution de Dirac sur une variété ponctuelle (c'est
Dirac ponctuel).

1*1 j-l_Dsfrrrrtisn-e-t-rrltérêt;

mol
que la
à dire le

Donnons les définitions utiles de quelques structures
d'espace vectoriel.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d'un
produit scalaire et de la norme induite. Dans de tels espaces

on a des bases orthonormées. Un espace vectoliel normé
dans lequel toute suite de Cauchy converge est appelé espace

vectoriel normé complet ou espace de Banach. Un espace
préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.L'intérêt
de travailler dans un espace complet est qu'on peut alors
montrer I'existence de Ia limite d'une suite (et donc d'un
algorithme numérique) sans connaître la valeur de la limite.

L'espace des applications continues de E dans R, L(E,R)=E'
,est appelé le dual topologique de E.Le dual d'un espace de

Banach est un espace de Banach. L'intérêt du dual E' est de

permettre la définition d'une topologie de semi-normes sur E

à I'aide du dual. Si I'espace est réflexif (E=E') et infini la boule
unité est "faiblement compact" alors qu'elle n'est pas

compact. C'est donc un outil pour montrer I'existence de

solutions.

N
Soit D(R ) I'ensemble des fonctions complexes

indéfiniment différentiables et à support compact sur R .

N
D(R ) est appelé espace des fonctions test. On appelle

/NN
distribution tout élément du dual D (R ) O. D(R ). Si q e s t

N -/-N.dans D(R). et T est dans D(R) on note

16



1, l-r-l\
et U lx - bl / un potentiel newtonien. L'analogie entre
distribution mathématique et "physique" n'est pas à

démontrer. Les distributions mathématiques constituent une

définition mathématique correcte (ou adéquate) des
"distributions" rencontrées en physique.

Ainsi on définit les distributions surfaciques de masse

(f,,p) l'image de e par T. C'est en utilisant les distributions
qu'on peut démontrer I'existence de solutions pour les
problèmes différentielles aux limites de la mécanique des

fluides. Le principe de mise en dualité avec I'espace de

fonctions test fournit les formulations faibles et
variationnelles qui sont à la base d'algorithmes de résolution.
On introduit des espaces de Hilbert de distributions appelés

espace de Sobolev dans lesquels on cherche les solutions.
On peut définir des "distributions vectorielles" 

§,
considérant les applications linéaires continues de D(R ).

P'PN
dans R . on définit ainsi D (R ) et (i,q) = i

En physique on est naturellement conduit à calculer des

expressions de la forme (r,q). G,') ,r, un moment d'inertie

pur,(T , 
q) = / o(^l q(x) ds 

où p(x) esr ta densité superficielle
de masse et les distributions surfaciques de doublet par

(r ' tp) = / o(x) $| as 
où p (x) est la densité superficieue de

doublet
.La formulation intégrale des équations locales de la

mécanique suggère des définitions des grandeurs physiques
(sources et champs) par leurs effets. Par exemple en

électromagnétisme la densité de charge est déterminée à

partir de la charge mesurée dans un certain volume. Le
schéma sous-jacent est "fonctionnel" et est à la base du
concept mathématique de distribution comme fonctionnelle
définie par ses effets sur des fonctions test.

_1._1.1_2_....D_i.s.t_r_ibu.tiqns....dç..D-ir.a.c-;

Soit le changement de variables R ___> R
+

+l

cette transformation.

N

Soit J le déterminant du
N

A q de D(R ) est associé

jacobien de

/N
I de D(R ) telle

t7

lt
que I (x )=9(x)



A T de ntn"l est associé T' d" otn\ telte que

o , q) = G', *'lrl)
N

Soit (V) une variété de R de dimension p muni de

coordonnés locales "t 
ff/) son image par r : (V) ---> (V ) telle

IP
que (V ) soit un pavé de R .

La distribution de Dirac sur la variété (V) (ou distribution

concentrée) ô(D est définie par :

' { l-u, l,rJl l*,^tl] *;,=0, ,*1,+ o^1 4*l(ô,u,,e) - ),,

Ainsi on a comme cas particuliers:

-te Dirac à support ponctuel ,n â 
' 
( ôf;l' o) = o(a)

-le Dirac à support linéique sur une courbe C:

( ôrc1 ,q) { q(s) ds

où s est l'abscisse curviligne. n r r

-le Dirac à support surfacique sur ,S : , .l' 'û '' 
J 'r 

l'rr

( urri, o) =/,otir oe 
'

Interprétation de ô«")'

on définit le tube centré sur C comme le domaine engendré
par un cercle Vj de rayon 1/j.Soit Fj la fonction nulle à

l'extérieur du tube et de valeur constante à I'intérieur telle
que 

î
J* dun, vjFi(*) ds =1 

.

on a ôtcl'=li- TFj ( j--> - )

Les distributions ont donc aussi I'intérêt de remplacer les
calculs de limites par des calculs de distributions.

18



N
tout g de D(R )

On définit la dérivêe par:

(t,t,q)=-(r,Q,i) n
On définit la distribution Tf pa

(tr,e)= / N-R
Si f est une fonction dr R dans

o0 en 0.

our
r

f(x) «p(x) dx

R qui subit un saut de valeur

I . is I

on a 
Tf ='{t'} + o0 ôo 

oo {r'} est la dérivée normale de f
pour x<0 et x>0 .Si f est défini
surface S on a:

N

,u. R et est discontinue sur la

ùTf
= Tù f + o0 cos(01) ô15;

t) 
^i ù*i

cos(01) est la projection suivant ^i d" la normale à s.
De la même façon I'expression de 

^Tf 
fait intervenir des

oiracs ô(s)

Les dérivées de distribution associées à des fonctions ayant
des discontinuités concentrées font donc apparaître des
Diracs concentrées.On définit alors le gradient, la divergence
et le rotationnel de distributions.

1..?,....t]p..u.nç..a,u.....1p.,ur.hi,[p..n;

Soit C0 une courbe fermée.
On définit I'anneau tourbillon d'intensité f (ou filet tourbillon
ou encore tube indéfiniment délié) comme le champ de

vorticité ô tel que ' 
Td = r ôco i où est le vecteur unitaire

1ôco,q)=fço,lo.
tangent en un point de C0 et \ -uu'' / rCO-

i

CO

1.1-3-....Dis-trihu-tip..n.s......c-qn-cç.ntr-é..e..ç...-d.e.....-tp.uljil[qn.s..-.çt....de.

s quJ§-es.*Thé-sr:ç..".d"çs,,.".si.n g"ul.a"ri tç.s, ;...§e.lu.tip^ns
élémentaires :

t9



Soit L un opérateur de
une distribution dont les

distribution E telle que

Nous allons nous intéresser à I'importance qu'ont les
distributions concentrées de tourbillons et de source dans la
résolution des écoulements fluides. En mécanique des fluides,
tout cela relève de la théorie des singularités que I'on peut
trouver dans I'ouvrage (4).

On a vu qu'on pouvait avoir les mêmes équations que
l'électrodynamique et donc on trouve dans I'ouvrage (3) des
renseignements utiles et similaires.

dérivation aun, DtR*) Noton, ô0

N composantes,non toutes nulles,

sont égales soit à 0 soit à ô0.

On appelle solution élémentaire d'un opérateur L
^0LG)=Ô

N
Soit C un domaine de R Soit L(r) = f l'équation locale à

résoudre à I'extérieur de C (à cette équation est associée
d'éventuelles discontinuités physiques). Cela revient à

chercher la distribution Tr telle que L(Tr)-f soit nulle à

I'extérieur de C. Pour construire une distribution solution de
ce problème, il suffit, dans le cas où L est un opérateur
linéaire, d'effectuer la somme des produits de convolution T =
ExIc+E*xf où:

-X est le produit de convolution
-E est une solution élémentaire de I'opérateur L

-Ic est une distribution de support contenu dans C.
-E'F est une solution élémentaire de l'opérateur L

correspondant à l'équation L(E) = ô * où ô {< est une
distribution qui a les mêmes composantes nulles que f et

dont les autres sont égales à o0..

une

Le choix de I c se portera
"action":E x Ec est suffisamment

aux limites à satisfaire. Souvent on

sur une distribution dont I'
"efficace" sur les conditions

à rc - ôac.

lim
ll olll--.".

llÿ«r'alll = o

div(V)=Q rot(V)=Q

20



mçmière s olsfipn*éI"émç,ntqirç ;
C'est la solution de

av (ÿ) - ôs

et
rim llÿtr'alll = o

ll oîll--,".

Comme aiv (ÿ) est la densité de production volumique de
fluide, c'est donc la production unitaire de masse centrée à

I'origine. On dit que cet écoulement est engendré par une
sour e ponctuelle unitaire.

+ 
- 

,- 1 ln(r)
On trouv. V=grad(q) uuec ' 2fi (c'est la solution de

aq = ôo dun, R2 )
Deqx..i€me"...spJplisn.".""élé.rnçrrtairs;

Soit ( le vecteur unitaire perpendiculaire au plan de calcul

et orienté tel que le trièdre formé par le dièdre du plan et (
soit soit direct.
C'est la solution de :

+;

div(V)=O ç .rot(V) - ôg

et
rim llÿtr'oll = o

ilofil -,"
+ + J

Comme ( .rot(V) est la densité de production de
de vitesse, c'est donc une production unitaire de
centrée à I'origine.
On dit que cet écoulement est engendr'é par un
ponctuel unitaire placé à I'origine.

on trouv" ÿ=.TtrvEl urr. 
v =-*ln(r).

On dit que ces deux solutions élémentaires sont des
singularités ponctuelles. Dans le plan on définit une vitesse
complexe V= u+iv.
On définit alors une source d'intensité q, un tourbillon
d'intensité c et une singularité source-tourbillon
ponctuelle.On définit aussi une répaltition de singularité
source-tourbillon sur une surface ou sul' une courbe en

-'tdl=O

circulation
circulation

tourbillon

21



faisant la convolution de la singularité source-tourbillon

ponctuelle par ô" ouôt.

1-.1..32 *H.ç-qulem*e".n"t""" incp..mB.r.çç.s.ible tr.i.di.mpn.çioun.çh

Pr-e-m-i-è."r.ç-.....S.gls"ti-o-n...é."1.ÉmEnlAir"ç..-.j. la source ponctuelle

q-- 1

On a alors 4 n r et on définit des sources réparties.
I-çt4-i-è*m*ç-*""s.e.Iujip*n**Élé.m.e.ntairp....;

Soit ( le vecteur unitaire donné. Il n'existe pas de solution
problème :

+

div(V)=Q rot(V) = ôo (

au

et

Soit

rim llÿrr'alll = o

ll oîll--""

I=/ 'Ërû or=/ B nV

rot(V) ünterprète comme la densité de production de

vecteur X.
On peut cependant définir un champ de vitesse conservatif et
à rotationnel concentré sur une ligne L donnée.

rim llÿ«r'oll = o

ll &ll__,_div(V)=0 rot(V) = ôr (
si ( est un champ de vecteurs tangent à L et de module
constant et si L est une courbe fermée où admettant deux

branches à l,infini. soit T=ll(ll =constante.
On définit également des surfaces tourbillonnaires dans
certaines conditions, et des doublets sources ponctuels et
répartis.

On a donc vu une définition de I'anneau tourbillon
comme distribution concentrée et que cette solution fait
partie des écoulements élémentaires qui servent dans les
calculs de mécanique des fluides.

12 l'anneau comme tube fin:

On peut considérer que I'anneau est un tore de vorticité
ayaît une faible section (filament tourbillon)
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Plus précisément (figure suivante), la vorticitr-i est

concentrée dans un tube fin caractéIisé par sâ lignc ct'trt rale
ct son épaisseur de tube 26 tellc que E/l=O(r) où s est un petit

paramètre et I une longueur caractéristique. Dcs précisions
complémentaires pourlont être introduites selon les besoins

des calculs.

\r,.r
f: c-r-5ti rt5=c::

A cause de la décroissance rapide de la vorticité loin de la
ligne centrale, l'écoulement loin du filament à une distance
r/ô>>1 est potentiel. Il ressemble à celui induit par un filet
tourbillon de courbe C. D'où une méthode de développement
limité raccordé pour étudier cette écoulement en posant

r * =r I e (sotution intérieure et extérieure).Le calcul et la
modélisation du paragraphe 11 est la solution extérieur du
calcul de notre nouvelle modélisation.

13 l'anneau comme ensemble de lignes fermées:
C'est I'approche expérimentale de Bouasse.
En théorie, on distingue le tourbillon: zone de vorticité, le

corps du tourbillon: zone où les lignes de courant sont
fermées et I'atmosphère(extérieur du corps). Mais dans la
I'expérience, on ne peut distinguer le corps et le tourbillon qu'il
contient. Bouasse propose alors une définition du tourbillon
comme un volume où les lignes de courant sont fermées ou à

peu près telles. Pour lui le tourbillon est le corps.
L'anneau tourbillon est donc représenté par la

représentation de seS lignes de courants fermées autour d'une
ligne centrale:

X.r. 
O

23
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2 Chamo des vitesses:
On s'intéresse au champ des vitesses qéé par I'anneau

tourbillon.
21 Anneau indéfiniment délié:

il est préférable de faire un calcul en distributions que de
faire des limites. Comme:

ôttl = r ôci
on a:

or(e)

l*-tl

On peut soit faire un calcul
un calcul en coordonnées c

slr
cu

ou
pas

circulaire

On utilise les coordonnées cylindriques

1

A_ I
4n

lde
I

imp
urvi

f+rA r, Â^- 4,tï EA*

[e sur un anneau circulaire
lignes si la fibre n'est

pl
ri

associé 
(eq eg'e). on a alors

1ûv
qùz

V=(s,

s=IlY
luq

cos(e)

(q,o,z)

0,u):
et le repefe

de

avec
It

v=q Ao =# f z 2 z -\ z +q +a -2 a q cos(e)
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On va développer le résultat par rapport à g=a. Pour cela, on
pose
-2 22q0 - (a-q) +z et on développe par rapport à q0=0

on rrouv" î=vÏ*Vi avec
rl

V0= -- 
r- g

2n q0
et la vitesse induite

u1=*^,"rr#l 4
anneau ouelconoue:
On utilise desormais les coordonnés curvilignes de la figure

du paragraphe L2
s est I'abscisse curviligne
soit0=Q-00(s) avec

ùoo=-67
t) s 6 = | X(s)l

et T la torsion de C:

T=-6.4
o

Soit (r,0,s) les coordonnées respectivement radiales, angulaire

et tangentielles. Soit r,e, T la base vectorielle correspondante.On
a:(voir annexe)

ÿ = =r ô*Irtoe(5 û *Ircos(o)ô * ...2nr 2n "'r' 4n
où

r=!
R

Cette formule généralise la précédente.

22 Anneau de faible section:

Ting-Klein propose une méthode de développement
asymptotique raccordée sur I'anneau vu comme un tube fin.

3 Mouvement:
D'après ce que I'on a vu au II3, on poulrait utiliser une

méthode d'itération successives ou une méthode numérique.
Ting_Klein propose une méthode de développement asymptotique
raccordée sur I'anneau vu comme un tube fin. (L'étude de
I'anneau circulaire montre que sa section ne reste pas circulaire
d'où I'utilisation de coordonnées curvilignes).



4 Enlacement:
ll peut être intéressant

anneaux enlacés.On trouve
question dans (2) et (9).

d'étudier le comportement. de deux
des éléments de réponse à cette

Nous vennons de voir différentes modélisations possibles de I'anneau

tourbillon.

III EXPERIENCES D'ANNEAUX

Nous allons nous intéresser aux anneaux tourbillons d'un point
de vu expérimental. Nous nous Servons pour ce qui suit des

ouvrages expérimentaux cités en bibliographie.

1 la formation:

Il semble vraisemblable d'admettre que c'est le frottement des

parties superficielles du jet coloré sur I'air ou le liquide
initialement immobile et I'entourant qui produit la rotation.

L'anneau ne se forme pas exclusivement avec I'air expulsé

dans le jet. L'air extérieur est entraînée dans le corps de I'anneau'

2 la structure:

Expérimentalement le tourbillon est définit au sens

Bouasse ainsi que I'on a vu dans le II 13.

PlusieurS expérienCeS nOuS mOntrent que "l'anneau" eSt

tore sans trou comme sur la figure suivante:

de

un



Si I'anneau passe dans un nuage de fumée, il en ressort un
ellipsolde qui se propage. Le tore sans trou est le seul à

pouvoir expliquer les traces laissées par I'anltcau. Les
mesures de vitesse donnent des lignes de courant d'un tore
sans trou. Plus simplement, si on utilise des poussières
d'aluminium au lieu de coloration, on voit un ellipsoide et non

un anneau!

3 Ies résultats de mesures:

Marty a fait des mesures à I'aide d'un suivit de particules
d'aluminium (par photographies). Il a obtenu comme vitesse de

rotation autour de la ligne centrale dans le référentiel ôe
l'an ne au:

l,pflt;æi t:.r!,r.

- - Jr :at;rt

-r,l ..'r,.4h-

. --\

De plus, il
cycloîdes (on

a tracé les trajectoires
en déduit les lignes de

des particules.
courant)

Ce sont des

b;."-1, u æ
É"-iæ z r.r

, o.,r',. lt v-,.

ù f.. 4e 2..,r

{}

\' ,,---_--r

,, \___/

2g



-l différ'cntes expériences:

1. ! . . s ry.tt e q u...a r r.iy atl.t...s u.r -..un.. p.l sn.. ;
L'anneau lorsqu'il arrive sur un plan voit son diamètre

augmenter. On a une explication simple du phénomène à I'aide
de la théorie des images. Tout se passe coulme si il y avait un
deuxième anneau symétrique du premier par rapport au plan.

4

(1Iü-

U-

1114r:r\(

Une petite portion d'anneau avec son symétrique Sur I'anneau
inrrge forment deur filets liés dont la Somme des circulations
est nulle. Il y a donc translation des deux portions suivant une
direction normale à un plan passant par les deux filets donc
une direction radiale par rapport à l'anneau. En tout point de

I'anneau il existe une vitesse radiale qui augmente le rayon de

I'anneau.

4.2. . . .p. h é -no m.è.n e. ... d e... § o u.t e.. . m.o.u t a.n ;

tir-]+

On lance deux anneaux 1

2 avec une vitesse supérieure
2 dans le même sens, I'anneau

I'anneau 1.

I
+
-à

et
à
â
{.

rlI
ti

On regarde I'interaction de deux portions de I'anneau 1 et 2

les plus proches I'une de I'autre. Il y a rotation autour du
centre de vorticité des deux portions d'où diminution du
diamètre du première anneau et augmentation de celui du
deuxième. L'anneau I voit Sa vitesse augmenter et I'anneau 2
voit la sienne diminuer jusqu'à ce que le première anneau
passe dans le second, le dépasse puis le phénomène s'inverse.
Expérimentalement, on peut arriver à faire passer 1 à travers
2. mais on ne constate pas de répétition du phénomène.
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CONCLUSION

Tout au long des pages qui précèdent, nous avons pris
connaissance des différents phénomènes expérimentaux qui ont
rapport aux anneaux tourbillons. On s'est muni de la théorie des
tourbillons , ainsi que des outils mathématiques appropriés et
des modélisations d'écoulement pour bien modéliser le
phénomène d'anneau tourbillon à I'aide de schémas adéquats.

Il serait intéressant d'étudier plus profondément la
possibilité expérimentale d'enlacement d'anneaux ou de
formation d'un anneau a I'aide du laché d'une goutte de liquide
magnétique. On aurait alors un contrôle de I'anneau à I'aide d'un
champ magnétique.
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