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INTRODUCTION

Lors de I'étude des fluides, le champs de vorticité apparait €tre une
grandeur plus fondamentale que le champ des vitesses par de nombreux
aspects plus avantageux. Ainsi la résolution des écoulements complexes de
fluide par l'approche de la dynamique de la vorticité est 1'un_des plus
fondamental moyen de compréhension du mouvement des fluides.

On se propose, dans ce rapport, de présenter le calcul asymptotique
de l'anneau de vorticité, que 1'on trouve au paragraphe 2 de 1'ouvrage de
Ting:

Viscous Vortical Flows (1)
jusqu'a énoncer le systeme complet des équations d'évolution de 1'anneau.
On fait ensuite une résolution numérique de ces équations.

On a essayé, dans le corps du rapport, de s'attacher a présenter la
démarche et le déroulement global du calcul tout en mettant en relief
certains aspects un peu délicats de calcul en coordonnées curvilignes que
l'on doit maitriser. Ainsi, on a rejeté en annexe grand nombre
d'intermédiaires de calcul qui n'ont pas été mis par Ting dans son
ouvrage (1) et que 1'on a donc du retrouver.

Cette méthode asymptotique est d'un grand intérét. Déja en deux
dimensions, elle a permis a Ting (1) d'étudier trés précisément
I'évolution de tourbillons le long d'une aile d'avion.




1 Présentation du probléme de 1'anneau de vorticité:

11 Cadre d'étude:
L'espace physique est rapporté a I'espace affine_euclidien E?

usuel a trois dimensions et est identifié 2 R® 4 'aide du repere
orthonormé d'espace affine: R: (0,e1,e5,€3). Tout point M peut
ainsi €tre repéré a l'aide de trois coordonnées (x1,X3,X3) qui sont

telles que OM= x; ei. On a utilisé ici la notation indicée d'Einstein.

On se place dans le cadre de la mécanique Newtonienne avec
un temps absolu. Le repere R définit le référentiel galiléen
d'étude. Un observateur de ce référentiel voit le point O ainsi que

les vecteurs €; fixes, c'est 4 dire indépendant du temps.

On utilise la mécanique des milieux continus en faisant
I'hypothése de continuité du milieu étudié, dont la loi de
comportement utilisée est celle du fluide Newtonien.

On a donc I'équation de continuité et de Navier Stokes:

div V =0

—>

BV 9V | o i) = — ol £ v AT
t ot R

ol v( t,x1,X2,x3 ) est le champ des vitesses
p( tx1,x2,x3 ) est le champ des pressions
v : la viscosité cinématique du fluide R:mosse volumique
Pour écrire les deux équations précédentes, on a utilisé la
description d'Euler du mouvement

Le champ de vorticité Q est défini par la relation Q =rot (v). I
vérifie donc les équations:

divQ =0
KZ-rot(VxS_i):vA;z
On utilise alors la décomposition d'Helmoltz:
v =grad(¢) +rot( A) avec div(A) =0
On a la condition aux limites: A—0 quand r =|| X || = oo

et la condition initiale Q0x)=Qyx) avec Qyx) donné



tel que div (50 )=0
On a alors :

-1 Q(t,x))

= /
=i /] dx

et la formule de Biot et Savart pour la vitesse:

Vol Q (t,x/) X (x/-x)

=k /
p WIE dx

12 L'anneau de vorticité:
Dans le paragraphe précédent, il reste a préciser la fonction

—

Qo (x) de la répartition de vorticité. La vorticité est concentrée
dans un tube fermé courbe de faible section que l'on appelle
anneau de vorticité. Il est repéré a l'aide de sa ligne centrale C, de
son épaisseur O et de sa circulation I' comme il est représent€ sur
la figure suivante:

C ="

((,“,f’/ esl 1o bose de Frepelk sur o

couebe C o -1;,“‘.1" p .



C est repéré a l'aide du repérage d'abscisse curviligne
OP =X (t,5); | est une longueur caractéristique et le nombre de
Reynolds est défini par Re=I"/v.

On définit alors un petit parametre: € = Re” ’<< 1. Soit U la
vitesse caractéristique: I'=0 (U 1). &/1 est pris de I'ordre de €:
8/1=0 (&) afin de satisfaire le Principe de moindre
dégénérescence. C'est 'ordre habituel d'épaisseur des couches
limites de diffusion.

On adopte la condition suivante pour la ligne centrale:
K -veX)xT=0
On laisse donc la possiblité au fluide d'avoir sur la fibre une
composante de vitesse relative a celle-ci dirigée selon le vecteur
tangent. C'est moins restrictif que la condition:
i,t v(tX)=0

On rajoute la condition i,t T =0 car dans la cinématique de la
fibre les déplacements suivant la tangente ne changent pas la

topologie de celle-ci. i,t sera pris de 1'ordre de U: )_(',t =0(U).

On suppose de plus que 2 décroit exponentiellement lorsque
I'on s'écarte de la ligne centrale et que 1'écoulement vest
important dans le corps de l'anneau, ce que l'on précisera
ultérieurement. L'écoulement extérieur dans lequel est placé
I'anneau est supposé potentiel et stationnaire.

13 Résolution:

A cause de la rapide décroissance de la vorticité, loin de
l'anneau, I'écoulement est potentiel et ressemble a celui induit par
une ligne tourbillon C d'épaisseur nulle donné par la formule de
Biot et Savart. Il apparait alors qu'il est donc intéressant d'utiliser
une méthode de développement asymptotique raccordé pour
€tudier notre écoulement. On se trouve en présence d'une couche
limite de vorticité.

Le probleme extérieur est celui de 1'écoulement créé par une
ligne tourbillon C de circulation I". Il est non visqueux.

Le probleme intérieur est obtenu en dilatant 1'anneau a l'aide
de € .La solution est recherchée sous la forme d'un développement
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asymptotique en € .

Pour relier le probléme intérieur et extérieur, on utilise une
condition de raccordement.

2 Repérage et coordonnées:

21 Systeme de coordonnées utilisées:

211 Base de Frénet:

OP = X(s) est un paramétrage de la courbe C. La donnée
d'une valeur de s permet de positionner un point P sur C. On
dit que s est la coordonnée de P. Cette définition d'une
coordonnée n'a rien a voir avec la définition des coordonnées
d'un point dans un repere. Ici il n'y a pas de repere.

On a les formules de Frénet:

X =01 T,=cK T o=|X | - ¢r5
n,=(Tb-Kt)o bg=-Ton
(7,1, b): base de Frénet
K: courbure T:torsion

On a utilisé la notation :%—): =X que l'on retrouvera dans

toute la suite.

212 Coordonnées curvilignes locales:

On ne cherche plus, comme au 211, a repérer la position
d'un point de C mais la position d'un point de I'espace E3.

Pour cela, on introduit un systéme de coordonnées locales

(r,9, s) , comme suit. Pour tout point M= X =OM proche de C,
on peut trouver un point P=X (s) sur la courbe tel que la
distancei x-X (S)I atteigne son minimum, noté r:figure page 6

Le vecteur PM se trouve alors dans le plan normal (n E}
qui passe par P. On note ( r, ¢ ) les coordonnées polaires de PM

dans ce plan , T le vecteur radial et ¢ le vecteur orthoradial.
Onadonc:7=%(d,s)=n(s)cosd+b (s) sin ¢

¢=$(¢,S)=-H(s)sin¢+g(s)cos¢

et X=X () +r1(0,s)
(r, ¢, s ) permettent de positionner un point M de E.



22 Repérage et coordonnées curvilignes:

Pour les deux chapitres qui suivent, on peut se reporter a
l'ouvrage (2) dans lequel Sédov utilise les coordonnées curvilignes
et les aspects tensoriels dans sa présentation de la Mécanique des
milieux continus. Pour un point de vue plus mathématique, on
peut consulter les articles de 1'Encyclopédie Universalis sur les
variétés différentiables et sur le calcul tensoriel (4).

Ces deux articles étant de lecture difficile, on peut conseiller
alors l'ouvrage (5) de la bibliographie dans lequel l'auteur fait
une bonne présentation progressive accessible pour un niveau de
maitrise ou 1'ouvrage de Bass (3).

221 Coordonnées Curvilignes-Variétés:

Dans l'espace E?, on peut repérer un point M a I'aide d'une
bijection de E* dans R3 qui a tout point M associe un triplet

(Ai)i=123. On effectue donc un paramétrage de E3, et les

valeurs A ;,A, , A3 sont appelées "coordonnées” de M. On dit
qu'on a un systeme de coordonnées curvilignes. On connait bien
les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques, qui sont de
ce type.

Ce procédé de repérage est plus général que celui qui
procede de la définition des coordonnées d'un point a l'aide
d'un repere d'espace affine. On ne s'est pas servi ici, ni de
l'aspect affine, ni de l'aspect Euclidien de E3. En fait, pour
définir un paramétrage comme précédemment, on n'a besoin
que de l'aspect topologique (voisinages,ouverts ) d'un ensemble
et la notion mathématique correspondante est celle de variété
d'un espace topologique. On va donner quelques définitions
essentielles.

Un espace topologique est un ensemble muni d'une famille
d'ouverts. Une application f d'un espace topologique X dans un
espace topologique Y est appelée homéomorphisme si elle est
continue ainsi que son inverse.

Une variété réelle de dimension n est un espace topologique
séparé X dont chaque point posséde un voisinage ouvert V
homéomorphe a I'ouvert U de R2. Notons ¢ I'homéomorphisme
concerné. Le couple (V,p ) est une carte locale. ¢ fait

correspondre a tout point P de V un point & de Rn. Si &' sont les
fonctions concernées dans RN, les n fonctions:

A=t  (i=l,..,n)

9



sont dites les fonctions coordonnées dans la carte ( V,9 ). On

posera ¢ = (A1 ,..,.An) €t on dira simplement que les A jsont les
coordonnées locales dans V.

Soit X une variété différentiable. Il apparait que le nombre
de fonctions coordonnées en un point P de X est le méme pour
tous les systémes de coordonnées locales en P. Ce nombre ne
dépend pas non plus du point P. Ce nombre est par définition la
dimension de la variété. Cette notion est plus générale que la
définition d'une dimension dans un espace vectoriel fini a I'aide
de bases. |

Si X est une variété différentiable, on peut définir la notion
de sous-variétés de X qui sont des sous-espaces Y particuliers
de X et des coordonnées locales sur ces sous-espaces.

De facon générale, on définit I'espace tangent en un point
d'une variété comme l'espace des différentielles ou des
opérateurs de dérivation. L'espace tangent est un espace
vectoriel.

Pour présenter l'espace tangent, plagons nous plus
simplement sur une sous-variété V de dimension p de En. Soit
(Ui,91) et (U, ) deux cartes différentiables au voisinage

d'un point M de V. Les différentielles de ¢, au point @' (M) et

de ¢, au point ¢;' (M) sont des applications linéaires de RP
dans R" qui ont méme image. On dit qu'un vecteur d'origine M
dans EN est tangent 4 V en M s'il est parallele a cette image. Les
vecteurs tangents en M a V forment un sous-espace vectoriel de
dimension p dit espace tangenten M a V. _

Remarquons que les vecteurs tangents & ER Jui méme au
point M sont des vecteurs d'origine M .L'espace tangent en M
est donc en espace (EN) . Une sphere est une sous-variété de
E3.

Soit E3 l'espace euclidien affine , R: (O,e1,e2¢3) un
repere de cet espace et (x; ) les coordonnées d'un point M de
cet espace. On peut définir un systeme de coordonnées

curvilignes A" a l'aide de la relation:
xi=gi (M)

aX' - o .
1 g, avec la notation de sommation des

oA’
indices. Les vecteurs E; forment une base de 1'espace tangent en
M. On les appelle vecteurs de base. Si on trace les trois

Posons E; =

10



trajectoires ou deux des A’ sont fixés par leur valeur en M et la
derniére varie, les vecteurs de base sont les vecteurs tangents a
ces trajectoires.

C'est aussi une base des différentielles car on a:
d(jf(’[ =dXiEi = d)\«iii

. i _ .
On note a}:ﬁ—x—f etb}=a—}‘,. OnaEj=al&;etdr =b} dxi.
oA’ dx ‘
On doit noter que les vecteurs de base dépendent de la position

ou ils sont, ce qui n'est pas le cas de la base (€;) des
coordonnées cartésiennes.

222 Analyse tensorielle:

Pour étudier une variété, on choisit un systeme de
coordonnées dans lequel on fait les calculs. Dans les formules
que l'on é€crit, on distingue d'une part ce qui dépend du systeme
de coordonnées choisi, et qui est en général dépourvu d'intérét,
et d'autre part ce qui décrit des phénomenes intrinseéques. Tout
cela releve du calcul tensoriel sur les variétés.

Pour aborder ces notions il est bon de commencer par le
calcul tensoriel sur un espace vectoriel avec des coordonnées
définies a 1'aide de bases vectorielles ( (3) Ch VI ). On a alors
la recherche d'€tres intrinseques dans les changements de
coordonnées associées aux changements de base.

Les étres intrinseques définis sont les scalaires, les
"vecteurs" et les tenseurs. On voit ici qu'il ne faut pas
confondre la notion de vecteur comme €élément d'un espace
vectoriel et la notion tensorielle de vecteur qui est quelque peu
différente.

Si I'espace est euclidien, on définit des coordonnées
covariantes d'un vecteur. Ce sont les projections orthogonales

11



sur les vecteurs de la base. Les projections habituelles
parallélement aux vecteurs de la base donnent les coordonnées
courantes qui sont dites contravariantes.

Si la base est orthonormée et qu'on se limite a des bases de
ce type on voit que coordonnées covariantes et contravariantes
sont égales. Il n'y a plus de distinction a faire. C'est le cas des
vecteurs et des tenseurs que l'on appelle cartésiens. En
recherchant les étres intrinséques, on construit l'algebre
tensorielle de 1'espace vectoriel(ou d'un module qui est une
généralisation d'un espace vectoriel). '

Sur les variétés, on s'intéresse alors aux algebres
tensorielles des espaces tangents qui sont des espaces vectoriels.
On exprime alors les tenseurs sur les systemes de coordonnées
locales et les vecteurs de base. Si la variété est 'espace vectoriel
E3, on peut faire du calcul tensoriel sur son algebre tensorielle
associée car c'est un espace vectoriel et aussi sur les algebres
tensorielles des espaces tangents si on voit E? comme une
variété.

Le produit scalaire sur l'espace permet de définir
Eij -E,. E} (gj)est dit tenseur métrique du systeme de
coordonnées curvilignes. I1 dépend des points de I'espace. Si on
peut trouver un systéme de coordonnées, tel qu'en tout point de
l'espace ( g;)est la matrice unitée, I'espace est dit euclidien.
Dans un espace affine euclidien un tel systéme de coordonnées
correspond aux coordonnées dans un repere cartésien. Soit
g =g11 g2 g3 le déterminant de (g;) .La base des vecteurs de

base est orthogonale si g;; =0 pour i#j . Il est intéressant de se
placer dans des coordonnées orthogonales car pour de telles
bases il existe des formulaires ( (6) ou (3) ).

A des coordonnées orthogonales (A;) de vecteurs de base

(e;) est associé des coordonnées orthonormales ( A;) par les

—>

e E. i
formules: §;=—=—etdA;=+/g; dA.
~ & ’

Dans le repeére R (0,¢;) on peut définir comme on a

I'habitude de le faire les tenseurs grad( V), div (V ), rot (V) et A f.
Ces étres sont des grandeurs intrinseques et dans le systeme de
coordonnées ( ;) on les exprime en fonction des coordonnées

A; et sur la base des vecteurs de base (E;). Il ne faut pas oublier

12



que les vecteurs de base sont fonctions des coordonnées

curvilignes.
Ainsi:

df=(gradf)'dA’ d'on ,«;r_m'jf:—a—f, sur (€;).
oA’
- —%t.%_ H g =
dV=(gradV) dA’E;
Do, si V=ai&;,dV=daik;+aidE,
Apres des calculs de dérivées composées, on arrive a la formule

((M):

dai  ,j dgj 5 5ol 0g i
anl 280 Al P2 gy

divV = E t d'ol divV = ( ’\/ Tq )
R ll
1

Af =div(gradf) d'ou Af =L28 (‘/E J f.)
Vg Toal |8 gt

On accede alors a rot (V) grace a la formule

= o ij ;
(grad V) =tj=

3 — :—» :—» T ‘ . — = A 5
rot(V)—(gradV)—( gradV) puis a rot (V) grace a la formule
rot(V) —rot(V)xW .

d(a’Vgss) 0(a2Vgan)
Vg oA Vg OA°
dfalVgy) _0(a3vVga)
Vg 0A°  Vgas oA
d(a2Vgan) dalvgy)
Vg OA' Vg oAZ

sur (E;).

rot (V)=

13



23 Application a nos coordonnés ( r,¢,s ):
On applique ce qui préceéde aux coordonnées ( r,0,s ) définies

au paragraphe 21. On choisit ici /o = 1.
X=X@)+rT (d8)
dot dX =d(X()+rT (ds))
=dX(s)+ Tdr+rdT
d?(’z)?;ds+?dr+r(n_s'cosq)+t—>_§sin¢)ds+r(-ﬁ'sin¢+Fcos(]))d(b
=Tc’ds+_r'dr+r(»(T—5’-KTc.)cosq)-TTfsin(l))ds

+r(-Tsind+ b cos ¢) df

dX =T ds+ T dr+rTds ¢ -rK.T cosdds +r ¢ dff

dX =T dr+ ¢ r(do+Tds) + 1 (b-rKecos ¢ ) ds

On pose: h3= L-r Kicos ¢
Alors: dX =drE, +d¢E,+dsE5 d'ou:

Ei=T E1E;=E.E3=0

—

E,=r 0 E, E;=r2T#0

E;=nT ¢ +h3 T

Les coordonnées ( r,0,s ) ne sont pas orthogonales.

On obtient des coordonnées orthogonales ( r,0,s ) en définissant 6
par: 6 =0 -8 (s) ou db o =-¢T(s) ds

—_—

Onaalors :dX =T dr+ ¢ rd0+t hsds et:
Ei=T ¢, -1
Eo=1 ¢ vecteurs de base de (r,8,s)

Soit g;;=F;.E; la matrice métrique.
ona:g;=0 (i#j) gi=gn=1
go=gn=r? g3=g3=hj
Les coordonnées orthonormées ( A;) naturellement associées aux
(Ai)=(r,0,s ) sont définies par dA ' = e ',
D'ou dA ;= dr dA,=r1rd® dAj3= hsds

Les vecteurs de base de (A;) sont T,6 et t. On définit

14



—_— —

6 =¢ .Tant que 0<r<—%z, 1-Krcos¢ ne peut pas s'annuler. Si

r>LK, il existe des valeurs de ¢ pour lesquelles h3= 1-r Kcos ¢

— ax —> aX — ax —
s'annule et donc E;=>—1 L 2

0 X1 _ 0 X2 _ 0 X3
ds ds ds
alors plus bijective. On emploiera donc ces coordonnées
curvilignes dans la suite seulement pour des points proches de C
(rK<<1).

=0, la transformation de coordonnées n'est

15



3 Le probléme extérieur et sont développement limité en r=0:

Le probléme extérieur est celui de 1'écoulement créé par une ligne
tourbillon C de circulation I'.
La formule de Biot et Savart nous donne la solution:

~_T dX(s)

A= —= ou est le potentiel vecteur.
47 . | X -X |

Si s est 1'abscisse curviligne sur C, on a X (s+S)= X (s) ou S est la
longueur de l'anneau.

S
JR— v /
Il vient donc] & =L | XsGD

7)) gs
an | IR-Xen| S

C'est la solution du probléme extérieur. Loin de C, il est possible de
donner un développement multipolaire de 1'écoulement.

Lorsque 1'on voudra raccorder cette solution avec la solution
intérieure, il nous faudra un développement limité de cette solution
extérieure lorsqu'on est trés proche de C. C'est ce que I'on a développé

dans 1'annexe 2. Si Q. (x)=rot A est la vitesse de I'écoulement extérieur
on aboutit au développement suivant:

'Kcos¢p =7 —
in o +Qr | (1)

= _ T . TKiST%
Qe(x)_an¢+4nlnrb+

ot Qf est le terme régulier constant et K la courbure.
C'est le développement limité recherché de la solution extérieure en r=0.

Soient Qg le terme singulier de ce développement et Q; le terme du 2
I'écoulement potentiel ¢(x), on a alors l'expression suivante de la vitesse

en r=0: \7=(5é(X)= 6;+(_2;‘+ 65

Qr est déterminé dans 1'annexe 2 car on en aura besoin.
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4 Le probleme intérieur:
On définit le probléme intérieur en utilisant la variable de dilatation

r =

I
€

41 Les équations dans le systéeme de coordonnées curvilignes:

Pour développer le probléme intérieur, il nous faudra écrire
I'équation de continuité et celle de Navier Stokes sur les
coordonnées (r,0,s ). Le détail de 1a démarche et des calculs pour
obtenir ces formules est fait a I'annexe 1.

411 Vitesse relative:

La ligne centrale est repérée par la fonction X (s) et le
changement de coordonnées est défini comme on l'a

précédemment vu par la relation: x = X(s)+1 T (4,8)

Vv est la vitesse du fluide. On fait apparaitre une vitesse relative

V en posant;| v =X (t,s) + \Y

On décompose Vsur (T, 6, T )2V =ur+v 0+0 T
u T :vitesse radiale.

—

v 0 :vitesse circomférentielle.
o T :vitesse axiale.

412 conservation de la masse:
L'expression div v =0 devient dans notre systeme de
coordonnées:

(urha)p+(h3v)g+rog+rXs. T =0 | (2)

413 Equation de NavierStokes:
L'équation de NavierStokes devient:

X+§(w—rﬁ.?)+ﬂ=-g7ac.lp+l(—l—xs) +VAV [ (3)

N z . R ——
ol on n'a pas remplacé les expressions des termes: QcTt\—, , gradp

et AV que l'on trouve dans l'annexe 1.
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Par exemple:

grad p = g1 90 el 9P e

’ _7_1— — (4)
or r 30 h3ﬁ I

I1 est a noter que toutes les dérivées en temps sont des dérivées
dans le référentiel d'étude R qui est le référentiel du
laboratoire. :

414 Conditions aux limitesen r =0
De (X-V(t,X))xt=0et X.t=0en r =0 il ressort:

[u=v=0 Jet|X .T=0lenT=0 (5

42 Déroulement des calculs:
On a la solution extérieure et son développement limité€ en
r=0, qui va nous donner la condition de raccordement c'est a dire

la condition aux limites en r =edu probléme intérieur. On a les
équations et la condition aux limites en r=0 du probleme
intérieur. On n'a encore pas exactement fixé les conditions
initiales du probleme.

On va chercher une solution du probléme intérieur sous la forme

d'un développement asymptotique en €.
L'objectif de la résolution est de déterminer un systéme

complet d'équations de 1'évolution de la ligne centrale C de
I'anneau. On va résoudre le probleme intérieur aux différents
ordres successifs jusqu'a l'obtention d'un tel systeme. Au
préalable il faudra bien sur se donner la forme de ces
développements asymptotiques en € que 1'on va chercher.

421 Forme des développements asymptotiques:
I1 est supposé qu'on a les développements suivants:

u(t, r,6,s¢)= u® (T ,0,8)+eu®+ .
v(t, 1,0,8e)=elvO(t r,0,s)+ vD(t, 1,08,s)+ev® + .
o(t, r,0,se)=elo@(t,r,0,s)+ 0D (,r,0,s)+eo0@+..
p(t, r,0,5e)=e2p@(t,r,0,s)+e! pO(t, r,0,8)+ p@+...
Q(t,—r,G,S,£)=8'ZQ(O)(LT,9,S)+8'1 QP (L T.0,8)+ ..
?—‘x’,

18
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h? (ts)+e h{P () +...

6@ (t,s)+e (cW-c@OKO cosq)(o) )+ ...

h3 (g)

ot 6cO4x®| , 0@ =04+06," et 8,”=- f GO TO dg

Les termes d'indice © sont dits ordre principal, ceux d'indice
(): premier ordre et ceux d'indice @: deuxieme ordre.

On remplace ces développements dans (2) (3) (A3') (A3")
(A3™") et (A4).

422 Conditions aux limites en r = oo:

C'est d'abord la condition de raccordement (1). A ceci se
rajoute la décroissance exponentielle de la vorticité et la limite
nulle de la pression.

423 Ordre principal:
En regardant les termes en £ dans 1'équation de continuité
(2) il vient facilement:

vi¥=0cestadire vO=v@ (T ,s)
Les termes en £3 dans les équations de Navier Stokes (3)
(A3') (A3") (A3"") donnent une relation vectorielle dans

1" . = —©O — = (] N (1)
laquelle n'intervient que < ® g et T@etpas T, 8 et

- 1) . o — (0) — () - (0)
r (U . Elle donne donc en projectionsur t , 6 etr

p® =0 6)
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0@ =09(T,s)
p@® =p©@(,r,s) ,
c'est a dire - T (6)

[V(O)(t_rls)]2 -
p(0)=- _’_/ 2 dr
r

et les termes en £2 dans (A4) donnent:

Onnote { (t,r )= Q . 7 la composante axiale de la vorticité. La

condition de raccordement donne: v© = 5 I _enT=oo.
Tr

Ces formules ne permettent pas de déterminer
complétement 1'ordre principal de I'écoulement interne:

u@®, vO ©® @ Lesrenseignements qu'elles donnent sur cet
écoulement seront pris en compte dans la suite en simplifiant les
calculs a l'aide de celles-ci. On cherchera un écoulement qui
vérifie ces conditions.

De plus ces formules ne nous apportent aucun
renseignement sur 1'évolution de la ligne centrale C de
I'anneau. 11 va falloir écrire les formules au premier ordre.
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424 Le Premier ordre:
Les termes en €° de 1'équation de continuité donnent :

c©

é{ Di(Tum) }=-—1—m8‘°)-(@5”1<sin¢)(°) (7
r T

Les termes en £2 de I'équation de Navier Stokes (3),(A3')
(A3") (A3") donnent une équation vectorielle dans laqueile

— - . .
n'interviennent que © ¥, 8 et T @ car les coefficients devant

— : 4 i
les vecteurs © ), 8 et T sont les expressions des équations

(6") trouvées a I'ordre principal et donc sont nuls. Ces

—'() o =)
équations projetées sur 1 8 et T " donnent donc:

1) _ '
vOuP 2vOvm4+TpY = (02KTcos9)” (7)
r

0) )

u® vy 42O vél) vOu® 1 pe(l) _0® v+ (2 KT sin )@ (7
r r r r c©®

(0) m

u® o +32 (Dél) i (0) (p(0)+m(0)(0( ")-(ov Ksin (1)) (7"

r r

On s'est servi des équations (6) pour simplifier certains termes.
4241 Partie symétrique- Equations de Compatibilité:
Toute fonction f(0) de la variable 8 peut étre décomposée

27
suivant le schéma: f(0)=fc+fa(6) ou fc=§17;j £f(0)d6 ne
0
dépend plus de 0. fc est dite partie symétrique et fa partie
antisymétrique.
Lorsqu'on intégre les équations (7), (7™) et (7") on obtient

trois équations dans lesquelles le seul terme d'ordre 1 est u{):
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)
@ e l,}i;

s (Tud_+T0d=0 8
r

©co

vOyO \
G(O)O)g) uPro®ed=2 ——2F" (8]
T
r

cO(rvO®)_ u(C1)+?0)(O)V(SO) =0 (8")
r

On élimine u dans (8') et (8") avec le u’ de (8) et on
obtient alors deux équations avec uniquement les termes
principaux u©,v©®, ©©® de 1'écoulement interne. Dans ces
équations, le parameétre temps t n'apparait pas: les équations
sont stationnaires. Comme ce systeéme n'admet pas une solution
unique, on peut construire toute une cinématique possible
d'évolution de la partie principale de 1'écoulement interne.

Ces équations sont appelées équations de Compatibilité
puisqu'elles ne permettent pas de trouver 1'évolution de l'ordre
principal de I'écoulement interne.

Si la condition initiale ne vérifie pas ces conditions de
compatibilité, il faut abandonner 1'étude asymptotique a une
échelle de temps que l'on est en train de faire et recourir a une
étude asymptotique a deux échelles de temps.

4242 Partie antisymétrique- Evolution de I'anneau C:

Dans le cas ou v© et ®© sont indépendant par rapport a 6
Fetsiv@=vO(tr) et 0@=w0®(t,r), on peut trouver une
solution ‘au systéme (7) des équations au premier ordre. Dans la
suite, on se placera donc dans cette situation. Les équations de
compatibilité issues de (8)., (8).(8") sont alors vérifiées
< automatiquement.

On va décrire ici brievement le cheminement des calculs
que 1'on a développés en annexes 4. A l'aide de I'équation de
continuité (7) on introduit une fonction de courant ¥. On
remarque que oV n'apparait que dans 1'équation (7). On
élimine donc la pression entre (7') et (7") en utilisant I'égalité
des dérivées croisées de P en 6 et .On obtient une équation en
¥ que l'on résout en utilisant les conditions aux limites en
T =0 a l'aide d'un développement en série de Fourier. On fait
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alors le développement limité de cette solution en r = qu'on

égalise a la condition aux limites en r =« ( condition de
raccordement). On obtient alors la relation suivante:

—

x@ b

XO 7O0=Q.7® ©)
X(O)_ p (0)=O

(0)=F_KLO_).1L _E(O) K(O)c*
A ne+QO' +

avecV=@(X)= 6.;+6%+ (—2_5

Qo= lim (Qf+ Q)
r—0

r
C*(t) =y _lim (4n2f elvorcg))’ae-m)+1
r — oo 0

-2—”f tlo@wl) ] d
' Jo

=ﬁ[Cv(t)+Cm(t)]
La relation (9) donne 1'évolution de C en fonction de

l'ordre principal de 1'écoulement interne. Comme 1'évolution

de 1'ordre principal de 1'écoulement interne n'est pas connu, il
va falloir développer les calculs au deuxieme ordre.

425 Deuxieme ordre:

En écrivant les équations au deuxieme ordre, tout en se
servant des résultats du premier ordre et de la partie principale
trouvés précédemment, Ting (1) arrive, aprés avoir intégré les
équations par rapport a 8, a deux équations ne faisant intervenir
que l'ordre principal et l'ordre 1. Ce sont deux relation de
compatibilité. Il se sert alors de la périodicit€é en s:
X(t,s+Sg,e)=X(t,s,8)
pour simplifier un grand nombre de termes, dont tous les
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termes d'ordre 1, en intégrant par rapport a s ces deux
équations. Il arrive alors aux deux équations suivantes:( voir

annexe 5 ).

_ — _ s (0)
0@ 7L (To®)_ 17 a® $
¢ r 3 f 2 <2/ SO
T (10)
O Y 1lTm®y - vOI_ 1 7,0 § o
Vt v —F(rb{q? )_ ?2 2 (l'V )r S(O)

ou V:\B;’_ > et ou SO () est la longueur de la ligne centrale

J1e
déterminée a partir de ¢ ©@.

Ces deux équations donnent l'ordre principal de
I'écoulement interne de 1'anneau en fonction de I'évolution de la
ligne centrale C de 1'anneau.

Les équations (9) et (10) forment un gsystéeme complet
d'équations d'évolution de la ligne centrale et d'évolution de
I'écoulement interne en partie principale. Il y a couplage entre
les deux phénomenes.

Afin de n'avoir plus qu'un systeme d'équations d'évolution
de la ligne centrale C de l'anneau, Ting résout les équations

(10) et trouve une solution en fonction de S© (t)_qu'il injecte

dans les équations (9), afin d'obtenir le systeme d'équations
recherchées.

I1 résout (10) au moyen du changement de variables:

r T1

’n_—_— ‘sz
Vav T, (t) SO ()

t
T1 =f SO (t/)dt/+’510
0
ol 7o est une constante qu'on peut choisir arbitrairement; et
du changement de fonctions:
() ) J

WMm,t1)=1109S®etzn ,11)=11—§-(0-)
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Les équations (10) se ramenent alors a une méme €quation:

411, =Hm Xpn + (202X | (1)

ou X représente ou blen Z ou bien W.

Il faut remarquer que les équations d'évolution de la ligne
centrale (9) ne font intervenir que des termes de dérivation de
degré 1 par rapport au temps: X alors que dans les équations-de
Navier Stokes, on a des dérivées secondes X. Une singularité
est donc apparue; on ne pourra pas et imposer la position
initiale et la vitesse initiale de la ligne centrale. Dans la suite, on

choisit de prendre la position initiale comme condition initiale.

La vitesse initiale est alors déterminée par la solution du
systéme d'équations. Si elle ne correspond pas a la vitesse
initiale que 1'on voulait imposer, il faudrait alors faire une
analyse a deux échelles de temps.

L'équation (11) est résolue au moyen de la séparation de
variables: X(t1,m)=T(t1)y(n) . L'équation différentielle
vérifiée par y est ramenée a 'équation de Laguerre au moyen

du changement £ =n2et B§) =ely ('\/? ) dont les solutions sont
les polynémes de Laguerre:

BE =La®= Y, (-1)111(“)Eri ou (M)=c
- e m/ m! m/~ "

Ces polynomes vérifient: f - Lif®) LinlE) df = By
0
Il est important de remarquer que lors de l'obtention de
1'équation (11), on peut faire un choix différent de la constante
710 lors de la transformation de chacune des equatlons de (10).

Pour 1'équation en @ on choisit la constante 19 et pour celle

en v © la constante T}, = T 10.
Ting fait alors le développement en série suivant des
fonctions propres:
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[o o]
0 _ 1 .-n2 2y . (n+1)
m()_me n 2 ChLyn(m?) 7,
n=0)
o0
C(O) =S(0)e_n2 z DnLn(nz)T-l(n+1)
n=()

et donc:

n
n=1 T

[o o}
v =2Y| py(1-e-n)+e-n? Y Bog L (%-L,m%)
- ]

On choisit 1:(1% et 1}p= T10 de telle sorte que C; =D; =0. On
dit qu'on a fait un choix optimal des constantes (annexe 6).

On remplace alors les expressions précédentes de o ©@ et v©
dans les expressions de Cy(t) et Cq,(t) (annexe 6). Le
mouvement du filament est déterminé par la configuration

initiale de sa ligne centrale X(0,s) et les profils initiaux

0©0,r) et C(O)( 0,r) qui sont eux méme complétement
déterminés par les constantes Cy, et Dy,.
On appelle solution similaire un anneau tel qu'initialement

Ch=Dp=0 pour n>1 et 1%=1Y0= 110 Si cette condition est
vérifiée initialement, elle est alors vérifiée a chaque instant
puisque C, et D, sont calculés avec la configuration initiale a
t=0.

Le mouvement du filament dans le cas de la solution
similaire est complétement déterminée par la configuration
initiale de sa ligne centrale X(0,s) ,le petit parametre € et les
trois constantes: la circulation I', le flux axial initial

o0
m@0)=2n f To®(0,r)dr etladimension effective initiale
0

de la section de l'anneau &§(0) ou §(t)=eV4v1(t) est la
dimension effective de l'anneau. La donnée de ces trois
constantes détermine la structure initiale d'anneau similaire.

Le systeme d'équations dans ce cas est plus simple; on n'a
que les premiers termes dans les expressions générales de Cy(t)
et Cy(t) en fonction de Cy, et D, (annexe 6).
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43 Systeme complet d'équations:

Dans cette partie on va écrire le systtme complet
d'équations d'évolution de l'anneau que 1'on peut trouver dans
I'Annexe A3 du livre de Ting (1).

On considére un anneau de vorticité de circulation I'. Un point

P de sa ligne centrale C est repéré par la relation OP = X(t, s). 11
est placé dans un écoulement potentiel extérieur ¢(x). On ne
met pas ici lindice © car tous les termes des équations qui
suivent sont des termes principaux des développements
asymptotiques. '

‘\u
‘\\\ //
5 N il
ALY (1)
Yz
\ | :
,// © XQ
(7S
X

Un point M de 1'espace est repéré par les coordonnées
locales (r,0,s) déterminées par la relation:

OM=X=X(t,s)+r T (Ls)
T est le vecteur radial unitaire dans le plan (n ,b )

(r,0)sont les coordonnées polaires dans (n ,b )
r est la distance minimale de M a la fibre C.
On a le systtme complet d'équations suivant:

- Les données:
+ligne centrale a t=o0:
X (0,s)avec X (0,s+42m)= X (0,s)et0<s<2m
d'ot une longueur caractéristique 1.
+viscosité cinématique: v
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+circulation autour de la fibre: T'.

on en déduit le petit parameétre e=, /¥ qui doit étre
r
inférieur a 1.
+les profils initiaux de vorticité £ et de vitesse axiale :
(0, X )=e28(r)etw(0,x)=¢elog( 1)

pli F= % Ils décroissent exponentiellement en r. On doit

o0

avoir r=2nf T Co(r)dr.
0

+le potentiel d'écoulement extérieur ¢(x). I1 donne une

vitesse caractéristique U et on doit avoir Ul = O (T).

-L'équation principale:

I' K(s) ["K(s) YRS
BT Co (t) b(s)

X (65)=Q*(X(s)) + 47

[ln%+CV(t)] b (s) +

-Les équations annexes:
+ formules de Frénet:

°'=|Xs|
TxT=% T=-L%2 ¥
C ds

+écoulement du 2 ¢X): Q, = v o(X) en X de C.
+partie réguliere de l'intégrale de Biot et Savart:

T
Qr (ts)=-L f G(Ls+5.s) d5 +[In (245, S.) - 1] K(s) b(s)
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K(s) — o(s/)

G(ts/,s) =F( t,s/,s)-T b(s) / sis’#s
B . | ALsts) |
= “s) 2 B©) sgn(s/-s)o(s’) sis/=%0
F(ts’s) = X(ts')-X(ts) X Xg(t,87)
| X(ts/)-X(ts)]?
/ _
Mt,s7.8) = ) ots* ds*  B(g =25 (9 L k(s) T(s) BGs)
7 g ’ * ds o(s)
21
Si=7»(t,sift,s).Ona:S(t)=S+(t,s)+S_(t,s)=f | o(t,8) | ds
0
+terme Q™

Q*=(Q+Qf)-T.((Q+Qf). )
+terme Cy, (t):

N |—

|

t
11=f S(t/)ydt! + 1o
O . ( viel

Ti(t)
6(t){4v S0

o0
3
=20 Co(r)r dr avecv=-Y =T
2Tv €
N N
Cy(t)=In[=L- +%[1+y-ln2]+4n Y ot () +812 Y, YTt (L)
3(t) n=1 n=2
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v=0,577215 est le nombre d'Euler

O‘n=§‘Dni Qn,j(l'_l') G-1)!

r = 2
h-1,_ .2
= Y1 D
Yh r112=1(r) m h-m mh-m

= - ourn=>1et = () par définition.
n,k pr1- 1.k pn,k P pn -1,n P

P . : coefficient de xk dans le polyndme L (x) de Laguerre.
n,

(- k| " )
—— L ot = () par définition
n.k k! pn -1.n P

On explicitera D_et N dans Ia suite.

p

+terme C, (t) :

1
0} T 1) :
g “)‘[‘” sm}

t
11“)=f S(t/ydt!+1%
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§310
n
® = Z C
n m=0 m n-m m.,n-m

oo

C =23 (rf%)“”f wo ( ) Lp(n?ndn

0

D =& <rf’3>“+1f Co(T)Lpm?ndn

n+l

o=

g

n[wm} So =S (0)
So
est le nombre de termes utilisés dans:

I i
1M Y ¢ pmy@y (e
n=0

2
" Y D Lpmd (g ) (n+l)
n=0 "
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afin de satisfaire les profils initiaux wo ('t ) et o ( r ) de fagon
convenable.

On aurait pu faire le choix de prendre qu'une seule
constante t,, afin d'annuler que D;. Le systtme qui en
découle s'obtient a partir du précédent en faisant les
changements suivant:

B o1 0o 8P 55

2
On remarque que : Cop=m (0) S0 ®
4T'=n

Dp= —L
07 4n
Dans le cas d'un anneau similaire ( on a des données

initiales correspondantes ), on n'a que le premier terme dans
les expressions de Cy et Cg c'est a dire:

1

&(1)

Cy(t)=In +Ll[1+y-m2]

2 4
__ 16 2 2 __~»(m()) So}
Cp(t)= rsi Co) PO’O- ZFZgZ {S(t)

11 suffit alors de donner m (0),I",X (0,s) et & (0).
On vérifie facilement 'nomogénéité dimensionnelle de toutes
les formules sachant que:

u,v,® sontenms-;I'enm?2s-1;1,ens ;t;enms-teten
s- L

On peut faire une petite variante a ces €quations en
écrivant:

= I" K(s) 1 — T K(s) —
X (ts) = Q*(£X(s)) + 1 +Cv(t)] D)+ Co (t) b(s)
: 4 n K 8(t) v } 47
mais alors
% —_—
Qr (1s)=-L f G(1,s45,5) d5 +[In (K (24/S, S.) ) - 1] K(s) b(s)
-T
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et on supprime le terme - ln( 8(t)) dans l'expression de Cy (t).
On n'a plus alors de logarithme de longueurs mais de
constantes ce qui peut €tre avantageux.

On peut aussi traiter I'évolution simultanée de plusieurs
anneaux simplement par superposition. Q, devient :

nbra X:-X
_ 1 3
Qz_v¢+4n.§‘1r3 x:-x13
= C; | X - X
j#i L
ou nbra est le nombre d'anneaux.

A Xj,s ds

-limitation de la méthode:

Il est a souligner que 1'analyse asymptotique précédente a
été formulée sous la condition que 1'épaisseur effective d (t)
du corps du filament est bien inférieure aux autres longueurs
caractéristiques de I'écoulement et que le filament a la forme
d'un tore fin de longueur fini.

On définit trois autres échelles de longueurs:
1.le rayon minimum de courbure sur la ligne centrale C:
Rmin.
2.]e minimum de distance d j entre deux lignes centrales C; et
C; si on a plusieurs anneaux.

3.le minimum de distance d;, entre deux points "distincts" de
C ,ou on définit deux points "distincts" de C par la condition
que la longueur de l'arc entre eux le long de C est finie c'est
a dire plus grande que ® Rmin.

Les trois conditions suivantes doivent donc €Etre satisfaites:

(Rmin y 551 j=1,.,N
i
(dmin ) 551 i=1,.N
28
(=45 351 a5 10N i
5i+6j

ou N est le nombre d'anneaux.
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5 Résolution numérique du systeéme intégrodifférentiel d'équations

On veut résoudre numériquement le systeme d'équations
précédemment énoncé. On se place dans le cas de I'anneau similaire. On
utilise donc les deux expressions:

Cv(t)=ln(§)+%[l+y-ln2]

4

2 2
et Cyp (t)=-2 mp & (S_O)
r g2 'S
I1 est important de bien voir que la méthode asymptotique impose que
certains ordres de grandeurs soient respectés. Soit 1 la longueur
caractéristique et U la vitesse caractéristique.

+80=0(e1) Or 5@ =e/ 4T t50 et 129="0 avec =0(1)

d'ou 4T T 10 =O(13)

etdonc| 4T 1,5 =0( 12)

+r=0(1)et C(O) =0 (U) dapres le développement asymptotique.
1

CommeF:an r C(O)(t,T)dT onadoncT” =0 (Ul),
0

oo

etcommem():znj T oO(tTr)dr onaaussimg =O(U12).

0

Il vient donc [m g =0 (T1)

51 Choix des parametres:

La structure d'anneau similaire est déterminée si on se donne
les 4 parametres : g,I',T 50 €t m () ainsi que le profil initial ( d'ou 1).
Ces parametres doivent vérifier les ordres de grandeur
précédents.
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Dans la plus part des simulations on pourra choisir les données
suivantes:
g =003 mp=0
=5 11,0=S¢ avecl=0(4)
Ces données vérifient bien les ordres de grandeur.
Voici un autre choix des paramétres:
e=101"  my=0
'=s5 110=Sy avec I=0(4)
Dans ce cas de choix des parametres le systéme d'équations se
simplifie en:

Xt =ﬁl“ ( %) Kb | équation simplifiée.

On a alors Xt=O(Uln(%)) et u(1)=O(Uln(%))dans le

développement asymptotique, au lieu des ordres de grandeurs
X{=0(U) et u®=0(u®)=0(U ). Le résultat du
développement asymptotique appliqué a ce cas n'est donc
qu'approximatif.

On présentera souvent dans la suite la méthode numérique sur
cette équation simplifiée.

52 Discrétisation spatiale:

On discrétise 1'espace en choisissant N points sur la fibre a

l'aide d'un pas d'abscisse ds = %"

. o-
o e

A T

$=0
G IS PEY)
M‘«-—‘«-—«.m: VU B

Xi(t)=X((i-1)ds,t)(i=1aN) sont les N points choisis.
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On utilise alors sur cette discrétisation un schéma spatial de
différences finies en approximant les dérivées premiéres en un
point i par :

i+1 i-1
aX")-aX )
2ds
et les dérivées secondes par:

da, i
a_x(X )=

3% a (Xi)za(x”l)-za(x‘n a(x'
9 x2 dqz

Les intégrales spatiales sont calculées ﬁar la méthode des trapezes.

Soit o = %, nous allons présenter la méthode de résolution sur
I'équation simplifiée:

X{=-Lmn(LH)KDb =alnl) :
) Il

47

avec X (t,0)=X(t,2m)
Pour i = 2,...,N - 1 I'équation discrétisée devient:

. . .- -1 . ._l .1 .—1 3
Xltzocln(l) X1+1_X1 1AX1+ o xie X /‘XH- x ‘
’ £ 2 ds 2 2ds
D'ou N - 2 relations.
Pouri=1:
2 _N s 1 N 2 _N|3
X oamly| X=X A X"-2X + X /‘X-X’
ot e 2 ds 42 2 ds
Pour i1 = N:
1 _N-1 1 N N - 1 =T | B
XNzaln(l) X -X AX -2 X +X 1/‘X -XN
ot e 2 ds 452 2 ds

On a donc un systeme différentiel en temps de N équations et de N
fonctions inconnues.

53 Discrétisation temporelle:
On discrétise 'opérateur X ft par une méthode d'Euler:
pLk+1 ik

xi=X——=X_ out=(k+1)dt.

dt est le pas de temps.
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Les intégrales temporelles sont calculées par la méthode des
trapezes.

Suivant que l'on prenne le deuxieéme membre des équations
différentielles au temps k dt ou au temps (k+1) dt, on a un
schéma dit explicite ou dit implicite.

Pour 1'équation simplifiée, on a:

i+, i- 1% i+1,* ip* i-1*
, , X - X AX 22X +X :
ik+1 1,k 2 ds 2
& -X__—aln(l) ds
dt g i+l i-1,%|3
‘ X - X
2 ds

si * =k : le schéma est explicite
si * = k+1 : le schéma est implicite

La discrétisation en temps entraine l'apparition d'une suite X k

qui discrétise 1'évolution dans le temps. Le premier terme X 0 de
la suite est déterminé par la condition initiale.

X 4 \

“ i 3

Le procédé récursif de la suite est dit stable si, lorsque 1'on

perturbe faiblement la valeur initiale : x/!=x yFE la nouvelle

0 (
suite ( X / )k reste proche de la suite ( X )i de valeur initiale XO .
N r
| ! (]
o L
A‘\ Cmes o n - ‘\Y)k [} :
X R [eeeeee-- ) '--..— : \KK) xl o e — -o-—-:-,f \XR )
~ [ ] ® [ ] ) o . ’
ketl yo 20 : 218 SAPEPE R
Ao 4 : Xo | 5
P a_m‘,,,n,,anL.WQ bos s osss
ska dle caskahl e
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Un schéma numérique est dit stable si son procédé récursif
I'est. Il faut que le schéma numérique soit stable car
I'informatique utilise des nombres tronqués (nombre fini de
chiffres ) et donc entraine des perturbations a chaque pas de
l'itération.

Remarque: la stabilité définie ci-dessus est 'analogue de la
stabilité des équations différentielles ou aux dérivées partielles vis
a vis de leurs conditions initiales. Si le procédé récursif est non
linéaire, il faut faire une étude linéaire de la stabilit€é comme on
fait d'habitude pour les équations différentielles. '
numériques implicites sont généralement plus stables que les
schémas explicites, on choisit d'utiliser un schéma implicite.

I1 faut alors résoudre un systéme d'équations non linéaires. On
le fait par une méthode itérative de recherche de zéro. Sur
I'équation simplifiée cela donne:

i i,k
Xj=0=X
i+1 Q-1 Xi+1 ) i Xi-l
ik Xj - Xj Xi 2Xit X
Xip1-X ot 15 2 ds 152 1)
dt € i+1  _i-1]|3
Xj -Xj
2 ds

On a donc une suite X j que l'on itére jusqu'a avoir convergence.
- , . 1k+l
La limite obtenue est le zéro cherché: X .

Cette résolution est de type Jacobi: on calcule X ;,; a partir de

X ;. Dans notre programme, on a utilis¢ une méthode de type
Gauss-Seidel qui est une variante de la précédante: lorsque 1'on a

1 s qpE . .o :
Xj,on calcule X;,.q a l'aide de (I) puis on fait l'affectation
1

1 : : 2 s .. '
X :=Xj41 ,puis on continue avec X';,1 et ainsi de suite jusqu'a

N. Cette méthode a 1'avantage d'accélérer la convergence.
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54 Algorithmes et programmes:
On se sert de trois programmes:
+ initial f:

C'est un programme fortran qui crée une configuration de
profils initiaux d'anneaux tourbillons et la range dans le fichier
profil.dat.

+ pmultianneaux.f:

C'est aussi un programme fortran. Il utilise les données du
fichier profil.dat pour déterminer les différents anneaux de la
configuration initiale., puis il calcule 1'évolution des anneaux et
enregistre dans le fichier pass.m un certain nombre de
configurations d'évolution trouvées.

+ xpdessin.m:

C'est un programme matlab qui charge les données du fichier
pass.m et fait divers représentations graphiques des configurations
d'évolution obtenues.

Il faut noter que l'obtention de 1'état actuel de ces trois
programmes est le résultat d'une incessante amélioration pour
n'avoir que trois programmes généraux valables pour n'importe
quels profils initiaux et n'importe quel nombre de ceux-ci. Avant
d'arriver a cette situation, on est passé€ par des programmes plus
restrictifs et différents suivant les profils ou le nombre d'anneaux.

Il faut avoir un peu cette vision a l'esprit pour profiter
pleinement de la commodité d'emploi, de structuration et de
lecture facile, qu'apporte la situation actuelle.

Les programmes, leurs algorithmes, ainsi que 1'explication de
leurs procédures sont donnés dans les annexes 9 a 13.
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6 Exemples de résultats de simulation:

Dans ce chapitre, on a mis les résultats d'évolution d'une ellipse et
d'un trefle de vorticité.

L'ellipse est dans un plar;(, son grand axe est : aa=2 ,son petit axe :
bb=1.5. On a choisit I'=5 €=0.03 et Tgo=1. On observe une progression
de l'ellipse selon I'axe des x et une oscillation de celle-ci avec une demi-
période (inversion entre petit et grand axe ) de 4.5 et une période de 12 .
On retrouve donc les résultats de Ting. La période n'est pas le double de
la demi-période a cause de la diffusion visqueuse.

L'unité de la période est déterminée par le choix de l'unité de
longueur sur le profil initial et le choix de I'unité de la circulation I". Si
on considere que aa= 2 cm et que I'=5 cm/s alors la période est en
secondes.

On trouve les graphiques dans les pages suivantes. Les résultats en
blanc sur fond noir sont les graphiques obtenus avec le logiciel Explorer
sur station SiliconGraphics.

3

Le trefle est aussi un profil plan . Il a pour equation polaire:
r=6(1+0.025*cos(30))
On a choisit I'=5 €=0.03 et Ty =1. On observe une inversion du
trefle initial au temps t=14.0n trouve les graphiques dans les pages
suivantes.

La totalité des résultats graphiques des simulations sont donnés a
I'annexe 14.
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71 Approche expérimentale d'anneaux tourbillons:

Des anneaux tourbillons peuvent étre réalisés expérimentalement.
C'est le phénomene bien connu d'anneaux des fumeurs.

71 Dispositif de formation:

On utilise une boite de "Tait":

VS EEEEEE

%

e | G —
E= yi Ty @

| N

percution

R |

Dans une boite percée d'un trou sur une face, et possédant une
membrane (ou un piston) sur la face opposée, on met du colorant.
On expulse le colorant en un jet limité en percutant la membrane.
Le jet s'enroule alors en un anneau tourbillon coloré. C'est par ce
meéme procédé que les fumeurs arrivent de créer des anneaux de
fumée par expulsion de la fumée qui était dans leur bouche.

C'est un procédé avantageux de formation d'anneaux
tourbillons. On peut en effet avoir des vitesses variées d'anneaux,
créer deux anneaux successivement ,ainsi que des anneaux de
forme elliptique si le trou est de forme elliptique.

La boite qui a été construite a été congue pour changer
facilement de profil et crée des anneaux de 1 cm de diametre.
Avec une boite plus grosse, on a réussi de faire des anneaux de 6
cm de diametre.

72 Rencontre d'un anneau circulaire et d'un plan:
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On observe bien un élargissement de l'anneau lors de la
rencontre avec le plan comme le prévoyait la méthode des images.
Cependant, pour cela, il ne faut pas que I'anneau entre trop vite en
collision avec le plan car on observe alors une destruction de
I'anneau sans voir d'élargissement.

73 Formation d'un anneau elliptique:

Avec un trou en forme d'ellipse, on forme un anneau
elliptique qui se déplace en oscillant.
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CONCLUSION

On a présenté, au début de ce rapport, le calcul de l'anneau de
vorticité par la méthode asymptotique de Ting, pour laquelle on a du
redériver un certain nombre d'intermédiaires de calcul qui n'ont pas été
mis par Ting dans son ouvrage (1).

Cette €étape était nécessaire pour bien apprécier le systéme
intégrodifférentiel d'équations finales et pour pouvoir corriger les
quelques erreurs que l'on a décelées et que 1'on a répertoriées dans
I'annexe 8.

Il a ét€ alors possible de programmer une résolution numérique de ce
systetme d'équations et d'obtenir une simulation numérique de 1'évolution
d'un ou plusieurs anneaux tourbillons ainsi qu'une visualisation graphique
des résultats.

Expérimentalement, on a créé des anneaux elliptiques qui oscillent.
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Plan des ANNEXES

Le Probleme intérieur et les équations dans le systeme de
coordonnées curvilignes.

Le Probleme extérieur et son développement limité en r=0
Développement asymptotique de la ligne centrale de I'anneau
Résolution des équations données par le premier ordre.
Partie antisymétrique de la solution.

Equations du deuxiéme ordre. Equations de Compatibilité.
Calculs divers -Expression de Cw(t) et Cv(t)

Passage d'un paramétrage sans ¢ a un paramétrage avec .
Erratum

Description des Algorithmes des différents programmes.
Les variables du programme pmultianneaux.f

Description des routines et du programme principal du
fichier pmultianneaux.f

Validation du programme-Influence des parametres-
Valeurs de convergence

Visualisation graphique-Description des routines et du
programme principal du fichier xpdessin.m

14 Résultats graphiques de simulations numériques
15 Listing des programmes.
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