Hnnexe 2

Le probléme extércevr et son

ole’veloﬂaement lcmite en p=0

Le ?poble\ me eXtQ/PQQUI"‘ est‘ celv ¢ de L'e’co-.;lement
créépar une ligne tourbcllonl de circvlatcon I,
On va rechercher (¢ lo Forme du développement
lemete proche del de UVacoulement, '

1 Déve\oppemen\' limite enr=0 dou ?otentcel vcci’tui‘ﬁ‘}:

On o L'expression svivante du potentcel vecteoun:

S
ﬁ)__ P S Xs(s") ds’
L ; | Xs)

On va rechercher le développement lemcte de
cetfe expression en p =0

Pour cela, on (ntrodoucl la pouvelle variable
al'fn(‘étar'aﬁon :T=s—_s et on va falre deg
o'e’velo\opement‘s de To.\alor‘ en 5 poor Fogre
apporatire les panties sinavti€res de A

On va o\e/Sa. calculer le dEvelofpement‘ lemebE

de Ys)(s’)
|% _ 7’(5’)‘
72(5') — () = T0s) _,.('s’-s) ﬁ(s)+ O( FQ)
—Tls)x s +0(3Y)

—_—>

x_ X(5) = (7)(5)+r‘ F’(¢,s)) — (7( 57))
= (XCs) = XXs9) + r T (D, 5)
(- X3(5)5 — i?_?_<s> ) 4 ¢ 7(8540()
T

_TeT _\str"" e T(ds) + 0(3)

J



2 2
'77_ S(-)(S’)I — ?2-\—( stinl‘b) _;.(_ % g—i_,_p (oS ¢) +O(§3)

=5 4 _ K ?Qrcag ¢+ 0(3)
/‘ iy 1 —
I)T).X(S’)i “§2+P7'_K’-E'Pz<os¢
~_ 4 ( d
- 7
S \/'1._K S T cos¢
S +0
2
~ 1 44,4 r53 K)cos ¢
?Q-t—r‘?. L (3t
7w I o = 2
Dog: ?(_53 _ >y 1 LIS Kiosd + KL
> ’ ®) A
[® - Xl (2 + 39T 2R (r2+ 591
Sotk Flr,9,s,3) = T(s+3)
|2 X(s+3)] .
— S Sy s+ Jfﬁm
(%) = [ § Fods = L ((Flrgs3) a5 W,
S4IT { ‘?-Y{s’)ﬁ 4 -

o0 St#sT =S $*S0 $50.0n Feut FPEM)PC 5+=5-:%
Pour Lrovver le developpement LimiHE de }3’/
on_cnteare donc  un  developpement cmetd de 5%=D
& S’:S/Ualor\sque le divelorpvemen(’ (cmcbd n'est
valable qu'en S'voisin des. Llecd est c_o__r)wenabla
taP la principale contribotcon de _Xs Ny
— Vi /
| _ X&)l
l'c‘n\'e/:%ra{e vient des valevrs que preno‘\
cefte Foncteon avbour de se On atbeindro acnse
es \"termes scn%olcers. .
Reste a (I\i"é%i‘e\"‘:

+ gt ’
85._1\__ d5 — [(n(‘s‘ﬂ/ P?‘+'s.‘l>:l =in (3++VP?'-+ S*2>
TROL

ot S - 2
> (,S+r2+5)




U
S__s‘___a;:J_i___ot-s—+ _3
_S_<r°‘+§1)%: _S_(rz-u-s_z)% (P"+§2)E s

—\n st Vp2, 5*° 1. o LS

1 _Z
_ 5".,.\/;-7- 45t rts ST \/v"-&- S

s+ st
S T dg _—_[\]W]
L (2437 -5

On a donc:
A~ ;%){@-h r‘Kco$¢) In st\rte s+t rkees®f SF +5 \}
2

Tuym —s"Hpts 55 L (\/r"-r sr’-\lp‘1+5-"~)
+?K[\/r’2+ st _ Vels S"] } :

OncL: T 1 : (A
S +\/ Pty ST S* 4Vl st S™+\ r'+s”
S+t S'Q‘ ~ST4A\/rts 57" 4\ e s

— (s* 4 Vel R ICAVEN 5'1)

T
P —)
On remploce dans "experes s«on de A, on
mu\dct(onne_ ef on sc:tusl‘(‘ou','l‘ par: 4+ph‘°” > _“7_
On a a\of‘s NH +BF ag !
A = E ln 2
am ( e "
B = 0T (4 ( vaa’) In (S*-o-\lr st ) (S‘»f\/ph 5 )
Lm'i 2L s>

Rk WS

[ome lem ﬂ\nP—O ai‘ (m pecosP = Of‘ Voil que
- t> o0 Nn—>o0

A nest Pas su\%uhen en =0 alonrs qu& HS Ues(‘.



2 Developpement lemite en r=0 de la vitesse:
Auv lcev de détepmiper la vitesse poer Lo

—_ —
formule Qe:F?CR et le resolbat Fpécéolenf:)
il est P(us astucieux d'uvtileser directement (a
Formule *

T
QQ = {_ T A (X(57)— x¢5)) s’
3
| XG5 — x|

W17

Onas

x(s) = X(5) = (X(s)+rr) =X (s*)
=r™ + (X(s) =X(5)

. 2 3
= PF§ - XS(S) 5 _ Xss_ 3 _ Xsss S + O('S-q) oavecS=9-9
Z

6
= P(sinpB+cosp? -?s‘_kﬁ*zil_ % s-%+ 0(3")
Lo = Kg @ +K(TH-KT)
/N > t 3 \ T Ks 2° ¥
D'oo:|x-x| = (s“ P& +O(§“)) +<"‘i"_¢'\< etk 0L ))
3 4 -
+ (rscnO-KTTE + 003 ))
2 23 - 2 3 :
— [?;_K $,0(3") ﬂﬁ'_ WK g +0("')]
3 5 2 6
3
. [KZ 5 & 0(3“)] _[2rYosg [|<2_§1+K6_S EZO(E‘)}

_2rsing [%i‘+o<§“)}

2 2 . N3 of
—pt +3 +0(3Y) _K cos §[A3 -(% (os¢+'—<§zsm¢.r’s‘ +06rs")

T T T

s % -4 , 2 3
= " 4+ l:" + O(S?L _KLOS(P rs _(K35 (OS(P-{-KB—TSU\(’)“L-}-——

0(es*

2

— _ %
P 3 Py S P43 po4S

|



On a:

——

C(s) = Z’(S)-\.?KT‘...S'Z Css +0(5)
~ PN (X x(S))=[P+?KW’+§2P55+0(33£]/\[

eP_TT. K3
A
_%§+O(
Or ?‘/\W:E‘ C}\?:T el "’/\r —SL“¢T
)0/; i w?*\a,w,-.w)
ol'm}‘

(Sl)A(X(S x(s)}
=|r P sind TRE 004 [ £ FeB) 4 0(5)]

= .t - = il
= % b § +O(§S)+®QJ +Ksnd Z”r§+0(rst)

Il vient alorg:

| T A (XG) - xcs»

- _1 >
=§ b"xs _L Ks«nq?l,'

‘ ) = X(s) ] (e (r' 3 t* (ﬁ»?)m
O(S )+ 0(p3?)
Sk
I T TR )+o(rs ') 0(39)
2 (P +-1)5/2. ( 5/2




Pour calculep §_ () A\ (X(5)= x(s5)) ds'  on
J

l x(s) - X( S')l3

d. beSO(n O\Q aoﬂ
netl ' S rl ns 1
& ‘ e e ex €$§ko O\Q u(”?ues

oF st
| oo 10 (54 V5]
RS re+ s -3
st st
5—2‘”-&;:{ F"+§‘L]
-5 (Pz*' S \’ ad
st st
g - o
S——( )V s[5V,
-5 (L"HN‘“\-‘OSQ par foml'ues)
S\, td3 _ S Pt 4
-5 (f‘z-\- S" '
o+ en ecn‘vomk‘ §t'= T4 t_pt
.Dlou . ) g?, A X st 3t
-—— '1 " -
e e [
- i (24 5) , © =&
S ot
= - % [(n(s-g- r2+ s )] + [? P+ st
gt -7 -5
S 3z v, 2y !
T [_ (4 %) ]
FACEES =
s+ s¥
(O\(Lulol\s.' 3 3 : o\S_ et 5 __——g?. o\s—
1, -\t
e s 3°) L (rts )2

).DUI (e}& l( ¢
mm M
qUUf\s qUQ'
S

g £ P
0§ — A3 4 I:.. 5
et e R e o

_s-
mpre\s vne cntearation
'y po ?o\n\”t'eg




y .
et que

s $F
5__1‘_0\;;-&_'\_ ds_ot A s
(t‘l*' gt)}n. ) (P2+ g1)‘!17. (p’-} gz)sn.

-5' -5 -9

‘ ; . ; s
én Fut&om“ (a o\gcom‘msuhon S = (St+?1)~f‘1

Pe ces delux Fovﬁ\u(cs} il oveeal

s gt
S 4 5= 4 g ]
Ka (91 + SzY’l r [(v" » 5" ¢
54 5; s
ek 3¢ 4% [\n(§'+\‘ Pttt )] + | ==
o (e 5" -5 (praet)™ &
On v awssc
st 57 g1
S_.E“_ o\;zs_li s [ 32
FACTE D (pra st [ (e st
. -
. Lﬂ"e%;ml\on par parfces,

5 __L d5 — ig._____ As . s
. (‘\u g‘)m 3 ) (r" -1)3/7. 3 (r’+ _Sz)?/z .

Cn\'ea&s‘mhun pof ()m(‘t‘k‘es .

On fveno\ ST =t e(‘ onN Fout‘ 'C. a\cvc(oppemenf icmcfe/
en P=0 des Ln“e%f‘mles preceolenfes.

g+

5 4 4T = ln St 4Vl (n(5+*\/o+5*‘)(3+ r+S‘)
_(pz*_gz)"?— -7 #\V e+

.y = 2nd L n($57) 4 0(r)

S 5 45 =0 (ar ('est (ml’ecﬁrale d' une

~1\1
- (“z+ 5’-) k2 fFonctcon ¢m pocrR



( 5 AE=0(r’lnp)+_2ms*2+0(v)

|

Lt
S __E'__} Q\E:O cae clest llc‘n"‘efspo\(Q u\'un&
—s’(rl §\)/1 Eonction Cmpou‘l‘&.
g+
A 3= 4 (oo B v
(ere 5" " 2
- y
g———i—; ds =2 InAd L a(ts™) 2 +0(r?)
) (Pl_.. .S.z)/z r
SS"
| \
5 S 45 = 65" +0(rtnr)+0(r) =2 5*°+ 0(r)
LGt o) o(r) 44 st
st
) 3 45— A (z- )+ 462+ 0
1\ 3p7- gre
(Pzﬂ-st)
-.S-
Do

st
r % 45 =92 0
(\"z+ sz)wz ’

-S'

—_
g KscadCprs 435 =0

(I“ + EZ)m

..3-

T

3 Keosd o3 @ 43 =3 Ko T2, o(r?)
2 ( 2 _,_)5/1 2

¢ P+ 3

= Keosd ¢+ 0(r?)



Leg auh”es termes o\u o\e/ve(oppemeni‘ l\‘mfh’/
ae  font plus O.PPOJ‘O\N‘P& A auvlre tepmes sl‘ntuh'epg
macs tls foak caterveninr des termes (onstants. Pap

exemple, les premdens ftermes des développements donnent;
ot st

g_i )5 =0 g £ d5 = 0(rlne) +0(r) +4 572
RIGN S ARk
51 . ’ 4
S 3 45 0(r lne) +0(r) S ? <Y _a _ 0(elnr)
RNy AU )
st 4 st < 1
P 3 AT e O(P\M‘)JcO(t‘) S S ds — 0\!‘2('\")+0(r)+i5. g
-5 (e s ot -4 (24 _5_1)5‘/2 ’
On wvoctk qvtg_:sq__o\g e € /S‘:__j_f_ ds  Ffont
o (l"“* §1))/t _2_ (“2* -1)5/1

appmrm?fp& one contecbubcon au tenme constont du

d€veloppement. .
Ona alors le u\é ve(o‘)pemenl’ ((m\‘fe SUCVO\an

Qo = L 5 (N (X(N-xcs)) o 5/ = ' '
T ok dsf =
lx(s)_X(S')l 4
> R N
r @3 + K [(n 2V sts- __'{]—b +ST'1< cosP ¢+£ir:\r::2”5
mr 41T r

R

o,
—

LO(rtnp) + o -o

QS:L ?6)4- EE In 1\0+'_'E_ (os¢? es" (o Par'\‘(‘e s(nso]cépe
ue 4T D

O\U dévaloppemer\“. lq[:‘l' K(,oscba?es'\' s(n%v\CeP au yens

que_ LIQS"‘ une Fonckdon mu“‘(vOJQAi‘Q copr Lo Fobre

c‘eg#& dire en P=O .

Qe = Qs‘fup /
o0 Re est le Fepme conghbant C\v'a‘( reste & precser,



Soit F(b5+5,5) = Albsed)-x(bs)  AXs (b, 505) .
IX("/S**ST)-X(E/S)P

Seitt V un voisina 9e de ¢z0 et T = [—3'/3*]\\/
Qe = (S ’%—\(t/$+§,s)o\§+g ’;{:-(l:,s\»?,s)d's—)
I

4
Vv

Socl £ le o\éve(oﬂ:ement‘ Lcmcl‘é de? =0 € (o So(t‘
(<]
Q = g :2(5,5+§,S>0\§'

Sop Y O;S" peot se servee ded ay leev de F.
q(_:q—:_r( jé?o\'s' +§\ic1'§>
+
or | 24s :SS£A§_S:545=QL-5£A§.
v ~$" I 1y
TVveent alors O\(:L( S(’S:—£>d§+(-?u)

47
I

B(r) = S(?—:f)(,\g' est oune CnH%r‘a(ev quc de’penol

X

dv rmFO\MEtPQ r. \?(FIE):(?—\{) e;l’ une For\ci‘t‘aﬂ
Con k‘\' NLUR Soun [RXI. DlaPP€S vn "He/_ohe\ma c\'c‘nl'efﬁt‘o\ft‘an
@ est alors contenve sup R et donc en O, ceska
dAcre gue:

lem @(p) = B(o)= g (?—i) dz

ro T (P=o)
Lo "0\(‘\'06 an%u‘(c\'re du déve(owemenl' de R, en P=0
ne pevk donc &bre que dans QL. S¢ on Pnend e
tabincte de Fenmes dans ﬁ, on peof penser que F= ¥,

Pou notre po\c‘tj on lemite (e J(veloppemen(‘en
prenant:

- —
\og(t,s+§)s): b s Y KsingTrs
(z e T syt 3L
r +S) (P"‘-yg) (PZ-D- 3
+2 K Log{bﬂ

2

5
(pt45y)7*

vo|~



On a alors ; Qg_ - Qg+ﬂ<. [\n ?.\/S*S' _4] F>

‘ YT
Sock F (543, ¢)= X(6se3)= Xl s) A X, (& 543)

, XUD S+§) "X(("/ 5) l3

Il ycent: (?-‘i)(p_oy =F_ _\;__b) Ezw :F—%?I"_'
) (337 S
On remarque que (’F-‘&)(p_o)z (z()g:;z = 0(sqn(3)
- -5-7.

= _?__/;h s%n(§)+ 0(3) S%n(§)

On l'f\"é%l‘e vne Fonckcon un est dong conl‘&‘/we su’F[-S',S*],
S, dany le c\e’ve(o”emen(‘ ded, on bient en comple

le terme 0(3% de valeup 0 /\7;; sqn(§) en p=o
[t 5" 3 ’
a(of's/ dans gi o\§) N Yo en Flus g?/\;; sqn(3)d3
v v

On & Finalement:
DS

Qe :% S G'(b&i-gls)d? + [ln ZVS’S‘_/H\TT;*
-3‘

00 G(4s3s) = F(&,sﬂs)__lz‘_’f—g/lﬂ s¢ s'#s

= p =D
— LQ_Q) syn (5-3) S¢ $'=5t0

Avec :

Flks's) = Xb)-Xbs) N Xs(k,9)
X4 57) -x(t,9)°

B(ts) = (B ~ _K¢ ?-\- ?)_KS_ 4 KT B

On r‘g‘mar‘que qu'or\ Feul‘ (a(SSQP tomber le Ferme
_K? ans_;}'q_ggocssicn ch_B’ car ¢l n'inkerveent
pas dans TAB puisquk TAT=0,

Pansg ('ex(mession de G'/ T«‘mg o G= F-2K¥/3 av lceu
de G = F—‘S_&_b)/lﬂ.



