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Nous donnons les développements asymptotiques du champ de vitesse d'un anneau tourbillon de

thible épaisseur dont le champ de vorticité solénoidal est connu. Les développements asymptotiques de la
tbrmule de Biot et Savart sont ainsi effectués dans la région asymptotique extérieure de I'anneau, ainsi
t;ue dans la région intérieure. Ces résultats sont alors appliqués à un anneau circulaire dont le rayon de la
section n'est pas constante.

r\it51'ÊÀ{l'X'
'fhe asymptotic expansions of the velocity field are given lbr a slender vortex ring of known

solenoidal vorticity. The asymptotic expansions of the Biot and Savart law are so perfbrnred both in the
asymptotic outer and inner regions of the vortex. These results are then used to study a circular vortex
ring lvith a circular core of non coustant radius.

t,t{}T'§-{Ï.tis
Anncau roulbillon. loi de Biot et Savart, méthode de perturbation singLrlièrc. développentent

asynrptotique. calcul formel.

I. XN'TR{iIXX]T'T{}N

Le c:ha.rup cle vorîicité a{i,r) joue un rôle important dans l'étude des écoulements

rokrtiontrels laminaires incompressibles à grand nombre de Reynolds. Lorsque d{i,/) est

col.ulu. la vitesse ÿ du t'luide est alors déterminée à un champ de gradient près et s'obtient en

tutilisirnt la lormnle de Biot et Savart :

v(xr=vrprir . *JJJ@n
l* -* |

(t)

qui décornpose la vitesse en la somme de la vitesse potentieLle Vq(i) et de lir viresse incluite

Tsi.1(*.r) par le champ de vorticité. Ici, | | est la norme usuelle de 913 et n le produit

vectoriel.

lJn tLnnecru tourbiLlon de.faibLe éperissenr (figure l) est Lln champ de vorticité rrl(i,il)

ct'rncentré dans le voisinerge d'épctisseur e<< I d'Llne courbe tridimensionnelle ( fennée de

lor.rgtrenr S. appelée la.l'ibra centrale. Nous sommes intéressé de savoir quel développement
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dire, connaissant le champ de
nous voulons counaître le

en e prend la tbnrule de Biot et Savart précédente. C'est i\

vortrcité d'un auueaLl de vorticité de faible épaisser"rr,

développement en e du champ de vitesse induit.

il . h,t$üÉt,I§À'r=t{}N

La fibre centrale est repérée à l'aide d'une représentation paramétrique X = X(s,r),
qui donne trn point de la courbe ( enfonction d'un paramètre s et du temps r (figure l). En

chaclue point de cette courbe, nolrs définissons le repère de Frénet tt. n, bl constitllé

respectivement des vecteurs tangent, normal et binormal. Les fbrmules de Frénet sont :

X,,' = ot ts = oKfr Ë, = o(fÉ - /ft) É,, = -o7E

oir o(.§,/) = X.l, f est la torsion locale de 0, K la courbure locale de 0 et ot\ laI 'l
dittérentiation d'une fonction .l' par rapport à sa variable r est notée .f..'.

Notrs introduisons un systènxe de coordonnées locales valable uniquement att

voisinage de la fibre centrale du filament. C'est celui utilisé par Callegari et Ting (1978). Si

tun point M voisin de la courbe (figure l) est projeté orthogonalement en P(s) sur 1/, alors PM

cst dans le plan 1n.61 formé par la normale et la binormale. Ainsi nous utilisons les

coordonnées polaires (r',rp) dans ce plan et les vecteurs polaires unitaires tr.e).De cette

laçr'rn. nous cléfinissons les coorclonnées M(r, <p, s) et la base curviligne (i, é, t) . La

transtbrmation entre les coordonnées M(.r1 ,x2.,r3) et les coordonnées M(r'.Q.s) satistait

i = OM = i(r, /) + ri(<p, .r. r) .

Sur ces coordonnées locales, le champ de vitesse intluit par ct{i, r) est donné par

I "".

- 
ilt

4Ît

t_
ôrr''.rf'.s'.rtnLt*ts.rl+r'irq..r.rlr-r*rs'.rr+r'F'r] 

tirt.,tr,d,q,ds,(2)i 13;,,1 ( r', tp,.r, /) :
I

ItXt s.rt + /'i(q.s./).) - iXi.s'.rt' r'' i
I

ot) /r, = o( ,i'. 1) (l- K1s'.r;r'cos(g')). La conservation du flux de vo rt (divô=0) à travers

la section d'épaisseur r montre que le champ de vorticité est de la forme Ô=e-2ôi(r,<p,s).
où i = r/e . Après le changement de variables r' = r'f e ,la relation (2) devient

| . .ôiri-'.ç'.s'.,l n [txrr.rl+r'itg.s.rl)-(Ir.r'.rl*E,''.' rl
ig1.,,(/..Ç.,s.I,:1iiili,r,,lr,tl,Q,,l',,(3)

^ 
l,xtr.ry+r 

i1g.s.r)r-(*(r'.r)*.r'",1' 
'1

Le clér,eloppement asymptotique de ce champ de vitesse n'est pas uniforme dans tottt
I'espace. Il fairt distingr"rer un développement extérieur, défini par la limite e.ttérieLtre : e -+ 0
à r' fixé. clr-ri décrit la situation loin de la fibre centrale et un développement intérieur, défini
par Lrfre litnite intérieure '. E-+0 à r = rf e fixé. qui décrit la situatiott près de la ligne

centrale. C«tnnaissant le charnp de vorticité d'un anneau tourbrllon, on voudrait connaître les

développements extérieur et intérieur suivants du champ de vitesse :

,l'

ticité
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+...

-+0 à s' - s .fixé s-+0 à (s'- s)lx.fixé
Figure 2 :

Méthocle de cLâ'eloppent,ent tle
I'inrégrule singulière (5 )

Tr
&

:

P(.ç)

Figr-rre I :

Lu courlte cetûrctle ct les coctrclonnées
Iocttles rl'un annertu tourbillon

§il" Rli§{}IUT'I{}N

La limite intérieure de (3) donne :

I- rtt s'tnlx-*f.ç'tt
Çg;,,1 (/'.r.tp./)=. lt- /s'+O(e)

on b lx - *r"r 
''

(4)

oùr i- est la circulation de I'anneau (i.e. le flux de la vorticité dans une section). C'est la vitesse

induite par Llne distribution de Dirac I-ô4t concentrée sur la fibre centrale.

Lorsque t'on fart le changement de variables r = rle dans la relation (3). l'expression

du champ de vitesse devient

, ôi tT'.ç'.s')n[txt.rl+e i-rt-t*t.r'l-e r'r r]
i1j1.,.(l..Ç.,s.tl=*Llitt,t,ttt,clç,tl,,(5)+,t 

l,xtrl*er=F)-t*t.r't*el'r'rl
Nons cherchons le développement intérieur ( e -+ 0 à r fixé) du champ de vitesse au point
M(r,q..s). Si nous imposons brutalement €=0 dans cette expression (5), une singularité

apparaît alors lorsque .s'= s . C'est donc une intégraLe singulière par rapport aLl petit
paranrètre s. Afin de trouver le développement de cette intégrale. nor,rs utilisons la méthode
des clévcloltpenl.en,ts u,\\'ntptotiqttes rctc'cordés cles intég,rales singulières (François 198 l). Le
principe de cette rnéthode consiste à séparer I'intégrale en deux parties (figure 2) : en dehors

cl'un voisinage du point M(r,e,s). nous développons I'intégrant par rapport à e à s'-s fixé

et uous intégrons selon s', tandis que dans un voisinage de M nous développons I'intégrant

M(r,<p,s)
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par relpport à e à s:(r'-s)/e fixé et nous intégrons selon §. Le développement recherché

est alors la somme des deux développements obtenus.

Par cette méthode, nous obtenons (Margeril 1991) le développement intérieur suivant
du champ de vitesse

ÿ ni,,, ( .. e. r. r ) = - fi [ e, o'. *'.v.tp. s tr'a:',lg' + [J!) 
[, : -,] n, r, + À(, I

(6)

AVEC

Cette tbnnule (6) donne le développement intérieur du champ de vitesse iL proxintité et dans
l'annean tourbillon.jusqu'à l'ordre slne . Pour obtenir (6), nous n'avons pas eu à choisir les

échelles du développement intérieur du champ de vitesse. Ce résultat démontre donc que les

échelles asyrnptotiques de ce développement sont: l/e,InE.1,... Comme le terme d'ordre lne

est indépendant de F, il participe à la vitesse de la fibre centrale de I'anneau. On a etlèctué
également ce calcu[ à l'aide d'un calculateur formel. ce qui permet de vérü'ier Les caLculs

préalablernent faits à la main et d'obtenir rapidement les ordres supérieurs O(e2lne; et

O(e2), si on les désire. Pour un tourbillon avec Lur champ de vorticité qui a seulement une

composante selon la tangente, le terme en lf e de (6) est la formule de Biot et Savart en deux

d irnen si«-ln s

i(x)=Yq1;v + -JJql4iqrr 
(7)

Ltt 
lo-o I

Tous les termes qui apparaissent dans (6) sont des termes locaux sauf le terme À . Les termes

d'ordre lf z et Ine ont été trouvés initialement par Levi-Civita (1932). Lorsque r =0, (6)

donne la vitesse de la fibre centrale et nous retrouvons le résultat de Klein et Knio (1995). Le
raccord asymptotique entre le développement intérieur (6) et le développement extérieur (4) a

été égalernent directement vérifié à I'aide du calculateur fotmeljusqu'à I'ordre O(e2 lne).
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ITL AT]PLI(:rUt'I{}N À tl}i ANNFI;{t-i {IIRCULAIRII I}Ë SE{l'll[ON VÀRIARLf]

Afin de bien réaliser I'intérêt de la formule (6), considérons Lrn anneau (figure 3) dont la
vorticité est concentrée autour d'une fibre ( circulaire de rayon 1 et de vorticité

ô'=

où ri1(s)= l+r/cos(n.r) et H est la fonction d'Heaviside. Ce champ est bien solénoïdal, car il

vérifle (at1rh1),. + (hjtt't),p * ,r2., * oTra2f :0 avec ô: rlllF + rrl2ê * cù3t, ce qui est

l'écrrturc cle div ô=0 sur nos coordonnées locales. La frontière de la zone de vorticité est

bien une snrface de vorticité et les lignes cle vorticité sont les lignes F=Àri1(s) avec l"= [0.1]

et Q constant.

-/-\/-\
'. ffl f- '' h- €rd'?srn('?s) 

H[ f- h
2nrr,:ts) [ hfrt/ rcr6rtsl(l-eFcosrp) [ ,i,«rl;

(8)

Figure 3 :

Dont.aine cle vortic ité
Figure 4 :

Lignes cle conront clu clrump de vitesse extériettr
(coupe méridienne)

Ponr cet anlteall. I'application de (4) donne les lignes de courant de la figr-rre 4, oùr

1./. 0. :) sont les coordonnées cylindrrques associées à. (. L'application de (6) donne

(()) rgf = , si r.< 41(,s)
2nr11

_i(l)V= rna-t
et

Iln - -l
n.cr0

où I'on a r-rtilisé les expressions des rntégrales suivantes données parGradshteyn (1980):
fi n?I

Jcosrzx/(l -2acosx+r,21d, "t Jrntr - 2acosx + cr21dx.

00
il était important et non trivial de déterminer la formule (10), car I'ordre I ainsi obtenu

pour la région intérieure complète I'ordre I que I'on connaissait dans la région extérieure

_ i(0) 0
V =- si F > 16(.r) (e)

l6 *l4.orr6.-L[[
)4" 4rc ,02 tOn [[

)*.lcoseu.#5tt

-)l
-21;costp0lsi r<6(s)

-') ' I\t I ( r,t.l

si - > r6(s)

2ni

-u\,' l-a-3 , brs)

- Z.org e]
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(iigure 4) et car dans le cadre d'une expérience ln€ est sollvant de I'ordre de l. En prenant

r' = 0 clans ( l0). la vitesse obtenue pour la fibre centrale est ln[8/re4y l] b tt+nl. On sait clue la

vitesse de la fibre centrale d'un anneau est plus grande en un point oti sa courbure est plus
grande. Par cet exemple. on démontre qu'elle est également plus grande en un point où la
courbure de sa section est plus grande.

l\'" {l{}ruCl.,Lr§f{},\

La rléthode des développements asymptotiqlles raccordés des intégr"ales singulières a

été utilisée pour obtenir le développement asymptoticlr-re intérieur du champ de vitesse d'ur-r

annealr tor:rbillon de laible épaisseur. L'utilisation de cette rnétliode rend systématique le
calcul cl'un tel développement et permet d'utiliser le calcul fbrmel pour réaliser les calculs
l'astidieux qr-r'il faut etïectuer. L'utilisation de I'ordinateur rend alors possible le calcul d'ordres
supérieurs qu'il aurait été inconcevable d'obtenir à la main. L'utilisation de cette méthodologiè
dépasse largement Ie cadre de la dynamique de Ia vorticité et trouve des applications eu

rayonnement, en combustion....

La' lbrnrule du développement intérieur de la loi de Biot et Savart obtenue a été utilisée
avantagellsel'neltt poltr fournir le champ de vitesse complet à I'ordre I d'un anneau tourbillon
circulaire clont le rayon de la section est variable, ce qui dortne de surcroît la vitesse de cet
anncalr. Elle peut s'ar,érer très utile également dans la détermination de I'Hélicité d'anneetux

tourbillons enlacés ou d'annean auto-enlacé (Motfan 1992) et une étude sllr ce point est en

cor-rrt. Elle peut apporter son aide également dans l'étude de l'évolution d'anneaux tourbillons
clc sectiolr nou constante (Lundgren 1989). dans l'étude dr-t phénonrène d'éclatement
tourbillonnaire (Schmitz 1996), ainsi qr"re dans la mise au point des rnéthodes numériques de

type tourbillons en hydrodynamique (Gustafson l99l).
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