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Â,orloils suR t Es TEilsEURS CARTESIE^'S.

1 t fntroduetion.

rs notion d'e tenseur est fondanentale en dcaniquê. Lr tb6orlc g6n6raledee teneeurs est 88sez couplexe nais ette.rilevient c:ctr&cæat stæle tl lron serestreint à ne consid6rer que des repères orthonorrr6s, on a a,ror!, des tenseuts:ertésieng' ![ous nous pIact"oo, ici dans ee cad,re simplifié paree gurll gera suffi-sant pour Ia théorie nathénetioue éLénentaire.des nilieux d6foroabres et parce qurilnous pernetrra ainsi n|intro.uire ffi*["OË:U.#.-- 
-.",

e? f,-vecteurs : Lrespaee usuer cte le n6canique crassique eet lrespace Ç de la 6éoé-trie E'*clidienne affine tle dinension 3 dont Les 6l6ments soat dea points ec,'cqpon-tlants à le notion physique de lieu ou position. A6 co*espond lrespaee vectorieitrrc:'icrien E ite dimension 3 par .rapplication8x8-+u n", ;;; pointe p et e degessoeie le vecteur X=pQ de E tel que pQ = _Qp et pQ= plfùMe.E est un espace vectoriel cle dtinension finie 3, sur Ie eorpr des r€els, ntrni drunprod.uit scaLaire, crest_à_dire, d.,une forme bilinéaire strmétrique rtont la formequadratique associée est défiaie positive.

A tout cc::*l_e X, I ( E on associe X.y€R tel que :

(a:r + by).Z = a(x.z) + b(y.z) v zeg; a,b ( R

X.y = y.X

X.X ) 0; X.X = 0..-+ X=O

Considérons une base or.thononnée d,e E : ul , "A, "3 "rest_à_d,ire que

ê-..er= §..rJlJ

ôi; 
"f*Uole de Kroneeker

x1rx2'x3 € R teLs q.ue

x=*r"l**2.a**3"3

(1)

(a)

(3)

(lt)

'(r)

v xÉ8,

(6)

(t sii=j
={

[, 
sii#i

.= 
*i"i t
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2.

enfai8aI.biei,':se1oncetteeonvention,1orsourun
indiceestrépét6aeGtot'd,"ffi.emonônetloitêtreenfaitrerrp1aeé
par la soume de tous l-es termes obtenus en d.onnant à cet indice suecessivenent res

- valeurs 1, 21 3 (lrz.r.lrlf d.ans Ie cas drun espace à n ttimensions) aa,ns ce monône.Lrintlice i d'ans (6) est appel6 muet car Ia lettre qui 1e représente n'ê aucune

, irportanee. Eh effet : *iui = \"t.

Les *i sont appel6s conposante.s cle X Çans Ia bage (e. ).

Le produit scalaire de ltespace- vectoriel Encl.idien E est elors dGrini par

(?)

Cette
poson§ .:

(B)

x.Y = *i,ÿi = *1ÿl * *zÿz* *3ÿ3

opération est lin6aire en y et d6pencl cle X (où inversement). Si nous

{Ix] (Y) = x.Y,

(g)

(ro)

de E dans son corps R).

?rppoü,Li.on t,,
D6noostration :

# tX] est une forme linéaire sur E d.one :

.$est linéaire; en effet v x,

{ ["x + ry,l (z)= (ax + bï).2

* tx] e f duat cte E

_*Irj = ensembre d.es formes linéaires sur E (applieations linéaires

lrZ€EetVarb(R,

= a(x.z)+r(Y.z) = "d[xJ @+ üLq @)

.*est injeetif car, si4t{l=*ty] eela suppose

X.Z=y.Z vZ€ E soit (T-y).2=O v ZêE
en particulier (X-V).(X*y;=g soit X=y ct,après (3)

.f ""t surjectif : à f é. E* assoc:
f(ï)=d[x] (y)= x.y v y€ E 

ton: 
: 

rt"a),rie E; i1 surrit de vérifier

or f(r) = f(yre' ) = yif(ei) = yixi = y.x - x.y e.q.f.d,



Retnanoue I t

arar""tî a"
tion linêaire

(rr)

La proposition r nous pe'met tlridentifier E à son ttual
E' etest-à-êire tout vecterrr, peut être consid6ré come
qui à tout veetert y( E associe un scalaire :

S=X.Y =*iÿi

3.

f. Tout

une appliea-

,r, *i*i = Qg [-e

?,umÀ,que 2 l supposons un instant que Ia base ne soit pas orthonornée3 arorg

( ra)

(efi ) est serrtuent
lron a

Notons que :

(tb) 1' ^ - --i !X.e, = *' gij = x, # xJ
*--.*..

ainsi un vecteur x € E a, d,ans Ie cas drwre base (er) non or-thonor.rnÉa d,eruc suites
de coupoaantes :

eontravariantes *1

(rr) r.r = Bij ** "i = xjÿi =t[f,(v),

f.est encore rur isonorphisne de E sur # a) eonclition drassocier à f g EÊ rr6r6nent
de E d6fini par

*i = eiir("i) (.:. (G-')f,t' » F., ('t(

où lrij) est la natrice inverse de (e- -) a,,i avic.la n,,io^,,^ /- \ --- ,,^â:-,
tive.*ü-îîîéi,*arôis-v yË,È=--lil5J- 

q'ui existe puisque (str) est défiaie lnsi-

( 13)

1es eonposantes

Ies coutr»santes

Si lron pose

f(Y)= t(yi"i1= yir(er)- yi

1À = x ei, alors d'après (3),

:
X.X= xlxJg-.>O yX€E et"1J

"i' "i = eii # ôii

syu6trique et dtéfinie positive car "i'ti ' ei'ci et si

on doit evoir

( r6)

( rr)

§-S] 
= sii*iYi

rr. É{,

=/[x] (r).
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La base t= _d'";_est apperé" r"_al6l[gglu=3:: (er) et

(tB) x=*ie, = *."i1 --i-

on peuü ainsi appréeier.la sinplifieation appo*tée par la consia.ration de basesorthonormées :

identiques ainsi-:i: :^: 
sont alors de-s matrices unitas, 1es beses;;-";;t;;L que les eomposantes xl et x. d,un mêne vecteur X; par suite, laposition des indices iroporte peu, orn, 

""aa"tr*narrication, on perd ra possibi-lité d'e distinguer La nature algétrique de certaines grandeurs, nais dans r.a na-jorit6 d'es questions de n6cenique cet ineonvénient est nineur en conparaison clelrarrantage apport6 par la simprification d.,écriture.

ÿw3sur1'uti1isaiionae1aeonventioncle1|indieenuet.

. Un inttice non muet est dit franc; per exerrple dans

i est frane et j est muet, on a encore
x. = a..,rJ

x'=aiiY,j=tikÿk

' 11 faut toujours prend're soin de désigner un indiee nuet par une lettred'iff.rente d'e celres utir-is.es pour les ind.ices francs.

. Si ttans la fornule précédente on a ÿi= bijrj, on pourra écrire

ll: Iti 
oinuo' car 6videnment, d.eux indices muets intervenant dans re mêrne nonô-ne d'oivent nécessairement être d6sign6s par d.e,x lettres ttifférentes et cliff,ren-tes .galenent des lettres utirisées pour res indices francs.

. fI faut que la d.inension d.e I respace
claire; par exemple :

ÿj'

sur leogcl on trarraille soit

dans R2 :

dans Rn :

Â-^uii = ? ear i = 1tZ

6ii='
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5.

Le repère locaL se a6finit alors par

( ao)

xl=r,
*2 = e ,

t=L'

Xl = " eos 0,

\Z = _r sin 0,

x3 = *3,

Lt61ément cle longueur est obtenu par

êli = Pü- dx.o*i I
lau L +=f5{l *i "! = ni u*,

3 - _c!:,"giænt de repère orthonormal dans R3.

(ar)2 = laül'- nl axf + nla*f,. ni *3

soit dans Ie eas cylindrioue

(ar)2 = (ar)2 * 
"2(ao)2 

* (a*r)2

s.1. 9?T:l:*l*:1.*:.*?.T?lli::.*:.p?::?f:. rr s,agit de carculer 1es ooarp,osan-
te: d'tun vecteur l ae nr par rapnort à rrn repère orthonormé (È,,) rorroue lron
connaît les coutposantes de ee mêne vecteur dans un autre repère orthonormé {Ër),
ces ôeur< repères ayant nême origine.

Nous avons :

Èi = "o" tË.,, Ëglt., + cos tËr, Êg) Ë, * "o" 
(Ër,Ëgl Ë, B cos tËr,Ëgl Ë,

Si nous posons qij = eos (È., Èj, ators

+-
"i = nii éi

et Èj = e;i Êi

i=q/Ë| * nous Doserons ,,, = ltl

en eoordonnées cylinctriques par exemple on a

hl-1i
h2="i

h^=1:5"

e. droù
L

+
e?

J+,

-- -* I -ru2-;\Èr

(er )



6.

- soit done Q la natrice de eomposantês Ç::r crest la natrice dont laieme co'onne est fo,uée d.es compo#;;ï=r.t;t,
base d.ans tranei .::i*": d.u i"'me vecteur Ëg a. ra nouvetle

Lï:":i, 
;";;;; i*;Ji "I,:î:i,i :ïï:,::, :î: ï, j *.J' "îï: î, _

Soient x.
1

xl
1

les conposantes ae T d.ans te
rrrtr,r

= xiË! =

*j = o5i *i

*i = qji*j

+
./L a x.e.

JJ *iniiÈj.= *jqjiËi

repère (Ër)

" tËg)

dtoù

3.2. Propriétés
. e ri r . . .. ..*:.1?.p:TlT.g:.??::?$:.

a ) Q-s§!-ipvsr:i!Isi-!I]=a:i-re§-ves!e*=s_1i§!e§_§e!!_er!!eæ==É§_e!!æ
sgI_aisgi_sss-Ie§-ye glcgl§_9glgsrc§ .

En effet' les relations (az) traauisent F Qx, et x, = Qtx si'on'ï:til::îi-':ï:;:"'colonne (xr) et x' ra,;;':"::;; lf,a,or ,

(zz)

(zs )

(zu)

QQt= f soit Ç.i: ojt = 6ij
Qi1 et a;1 6tant respectivement les conposantes du ie\me et du jènu ,ecteurligne ôe Qr nt, nj, est re prod.uit searaire de I'un rrêr rrautre; ir est nulsi i#i (a'où l'orthogonalité) et éget ri 1 si i=,i (d,où ra normalisation).

De nêure x'= otx = ojcx, entraine

QtQ = r soit qri qU = ôij

a.roù Lf orthonor.nalit6 des veeteurs colonnes de e.
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7.

Enfin (2S) et (el+) irrriquent bien

(zs)

br üet C,= 
-+_ 1 (26)

En effet : d.et feoll = ciet(r) = r

au! (q.et) = det e, det oJ = (det

det Q=aei0t
Q)2=t c.q.f.d.

iW%:,:-L, si les der»c syslèraes (Ër) et(Ëg) sont pris dans re nêue sens,det Q=1 " 1a netriee Q est dite orthonormale.

3'3 Tre'nsfornation drune matrice.dï:-y" changement êe repère or.thonorné.

s;.r-.i; II rrinage aans (Ër) d,un opérateur lin6aire?{et tdr senj::eze aa:c (Ë, ) .

,soicnt i un veeteur d.'images X dans (Ër) 
"t x, aans. (Ëi)

i -le transfc..n6 de Ï pr"î1 ajrà"*" y aans (Ër, 
", r, aans(3i)

alo:'s T = l,IX, y = oyr, ï = 0X,

d.roù QTr=[,lQXr, y,=0,-lMgx,

soit en tcnairt c,ri:ipLe de (a5) : y,= Ott4QXr ce qui inplique

Qr)

Ceci est l-aiable clans R1

llen.tLrit,-Z 5 :

uu scalaire peut être a6rini conme une grandeur caraetérisée par unnonbre qui ne ct6pend. pe.s «iu système d.e coordonn6es.

De Ia urâne maniàre, on peut définir un veeteur d.e Rn coune uae grandeureara'etérisée dans un repère cartésien donn6 par n nonbres (rt, %r..., urr) et quidans un ehangerrent de base orthonor.nal de natrice
(ui ,.. ., ,{) tels c.ue 

tornar de natriee Q = (01; )' deviennent

I
I

L.

coreen

,nt'; : lc d {..; ,nË.*

(281,



8.

$ - reusErrns.

t- .

A partir des remarques 11 et 5ron peut
noËlrr-gg leqleu, en introduisant le tenseur du
deux définitions équivalentes.

envisager une

seeond orclre dont on peut tlonner

i.L!,inltLn*,
g" R" o* ,1 "orb*viernent :

(zgl

u

+t
1J = q .q .t-eI -mJ en

,' t.t nl_1 tenseur second
'uecteur cte Rn assoeie un

->
eur V tle

i = f i

(Eo)

'';xrln4ue 6 I d'e par ces définitionç, n.!us -ÿ''oyons qurun'T"rr""* du second ordr"" t
est ôéterniné êe façon r:nique d.ans Rn gi on connaît res n2 ;Jlü;"; t. . rets oueu

g++,, ei = tji "j
on a alors : fi i = -) ? -! r= Ï ÿi e. = t,lyi èj, ainsi

v, = t5i Ji

UqÉfpns que ees _igUl_Èétinitions sont bien 6quivalentes
--------- 4_-____-___

1-+2

montrons que

ib'après (30)"

saehant que tij = qfiqrjtf,

et

û= ftTest
ri- ti; 15

,j=hirn
bien un veeteur de Rn au sens

et "i= tij y.i dans les bases

de la rernarque )

tËrl .t tË;1



9,

d.r.lIlC ,i= nrin)tr,5;,o

= eli ôrn arr r, draprès (23)

= QLi tt, ,p = QIi vl e.q.f .di

enfinr la 1inéarit6 de lropération vi = tij y; est §vidente

2+1 Soit Ë rn opérateur linéeire srrr Rn

i =:?T entraîne ,i= tij yj aens (Ër) et

." ""i.a.par ailleurs d,après lZg) que ,i . qi' ÿi et

= tij vj ilans tË;);

= qi, Y,l

clans le changenent de base Q eonme

relation (29) est appel6e critère

v!I

15

'w-/r; qir "i = tii 95n rü

.. :i.tiplions les deu:r menbres de cette Égalité p", ei., et soumons en i
9ip qit 'i = qip tii 'r;6 vJr

";r)iü ôpr ,i = ,; = qip qj, .lj ,ri = a* ,i
'ou

.,,ù §

t,:

&)u,i'

Les n2

conposantes

tensor:.aLit6

tl =pn aip a5m ti5

nombres ti,i "" transforment bien
dtun tenseur du seeond ordre. Ia

tif.&_Sntre tenseur et natric
Un veeteur et un tenseur du

, -f. rerarque 1 et ttéfinition 2) des
1i1"tr.âar+.e de torrt repère.

Une natriee eanée est un tableau de n2 nombres, imalçe drun op6rateur Liné-git'o sur Rn; nous savons bien que ee tabl.eau clépend. essentieLlesrent du repère choisi.
une matriee earrée n:cr peut être considérée contre rlipaqe*dêns un eertain

AY ,:'ï- 
*un""* d'u seeonil ord're d.e Rn exaetement come üé 

"ironne 
de n eo,posrtlt-!') p" rt être considér6e cotme ltirnage dans un certain repère drun veeteur de RD.

second ordre sont en tant qoropérateurs
grandeurs intrinsèques ayant une existence in_



to
un tenseur du seconcl orcrre, être intrinsègue gue nous

notero,s par une lettre r.r.iaJuscule avec doubre barre II, est représenté
orthononoés di --- ') +ttterents (er), (éi,) , respectivenent par deux natrlces
que nous noterons par une rettre nrajuscure si*ple T et rr et, s' Q estIa matrice de passage, nous avons d,après (21y.

T, = Ot?Q

,-.

r'a donnée de 2 vecteurs È et il ae E pennet de déflnir un tenseurpar I,applicatiorr linéaire
(-?1) U 

- 

ï,ü = ü de Rn dans Rn

soit ÿ. = 
P +*! e-"i'

. : 
uibjÿj = .i3ÿj dans la base fËrl

^e tenseur JI es. 1" nrolloit tensoriel de r1 ct B et on re note(32) fr =;oË-
ce produit est évider:ment linéaire par rapport a ï et a Ë. r.es produits-t'ensoriels de deux vecteurs forment un sous-ensenbre de I'espace vectorrerdes tenseu:s du second ordre, espace à 9 dinensions sur Iî,3r(o., n2 «linensionssur Rn), gul contLent en particulier lcs 9 éIéments (res;-,. n2 6lénents)

i ftoJ
qul sont rinéairemont i.n<Iépendants dans *espace des tenseurs du sccondordre ; (lcs conposantes de ü. u 

*
sanre iJ qui .".-;;;;;-; ;;.i,*r:"]i:i::;ï:ï: :r::::,:: !ï;_duits tensoriels de 2 rreeterrrs est donc iclentigue à l'espace r:les;il"du second ordre dont res â, u â, formant «Ionc une base. u' tenseur dusecond ordre quelconque peut aoic s,écrire :(33) II==t. * + l

-ij e1 â e'

*,.
ê' tout t*:":t du second orcre, on .peut associer la fonne biltnéaire

- '>.| + Àt (x,Y) = I II ÿ = *itij rj = arj *i yJ

et tl j = 1tâ, ,ür l



ll.
. i,tjciproqueaent. ;\ toute fonne bilinéairec::cre en posant --*r*çcrr..e on peut agsoeier un tenseur du eeeond

(s& )

tebleau dérinie ji;:l]; i*;,i], ïlïJ 
erret re caractère de tensoriarit. au

ê

tij = e(Ë1,Ë; I = ?(nri Ër, qnj Ër) = ari qnj r(Ë.,Ër)= qritojrrn' . §i L,c:: po

c, vr:riri. 
ü:,:i;:'": 

jl;:Jfu m,:: ;,1*,,tr:-r.i:pos6 de lr . _ tenset'; on .,ajperle

Un tenseur i "* R est
-&ite çi t-.=-^, -- ait.":--iEigq" ou autoadjoint si i = f,, e,est_â_'- -ij- Ei;= t;i. Le fonne birinéair"î"o"i6e est er.ors syu'trique.

çE:%.
I,l,:rus sy6ns d6fini un tenseur du second o::i;tion de vecteur. Un veeteur

'rorrire ur: renseur drordre , ., ,'"'* 
ctonc être "ffi;:Ï;,i:r:ï::ï:i:r::"ti li^rn sealaire eoune un tenseur drordre O.

,'* ..1iïr:ïJ.;:ffi"fï::':ï";::.r*" pr6eédenres er nous obrenons
1< t ,
.L,',1.!1J):'. r,'" î

!_.i.b .. J. 
: 

r

(i* pori-,rant

%nt

vect,:u.r c1e Hn fr.it co

ltU.rie... j. -
_qirir 

qirir. . .qirj" ti, i2. . .i,

m sur Bn est une a ati

. Cc**o:e p:6cédemnent,
+,a'';er. que m vecteurs
'lcn

lenseur drordre m-l sur RrJ

on P"Y! +olttçlfs.r,e1ggs_ ees de-ur a6rinitiôei f eq§ Ee-ur dér"1rn?..., A, définissent un tenseur drord.re m

s et cons-

Y -o l',e l, . . .6 Àr_r tir.?l

par lrapplica_
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;,, Elu". \t- IIt[ 

- 

_,

(ike{ 1 ,2r.. .n} ),
dtorrlre n sur Rnl

lr

est uae base porrr l reapaee

tout élénent de cet espace

,M eît
vectc:.ieI
p:ut donc

(rc)

::.":: 
o"u.(Ëi,' Ër, ...oËiB)

ôe ctinension nD des tenee,rs
srécrire :

',:'i )

=Ël

lr ' tiria.,,.iD Èrr" Ër, ... rËr"

lf .,t. ? .t .)-itia...i, utr, "t, ..., éim un teneeur drordre n
30.. It ' = ti.,ia...iq 3rr* Ër, .. . 

"Ërn 
un tenseur ct,,ordre q

îrr'r êéfinitiôh :
:.a sqli 8ô=t.

A Iri2..,in
". 1.ôi,i.i3,r*.; 

t

rlr ro r.i iÉ r.+q'-r ] .
.-.4\.: . . -\î, Lqvr - a

.4r --^ v i''u:l'\

.-..'- »'.j .,i+ ui'" 
.

k[;'i ,1,r..- t 1". '' '
t,cnè

a 6irraque- Èenceur d,rordrc n on peut,. assoeier la forme n_lin'aire

' - ---.:
6ténenr ur. oo;Ffr=i#"uoaa d6_

les tengeurs.

SoirrÉ

eI-

lri,^'.s pc!,il;ns

ba)

t -i " '{"..1^,-

ü .(Ï'i' " à = ,rrra...i, *rrrra.. -ir,

,îr- "-'kk^har{ue forue n-lin6aire on peut associer rrn tenseur drordre n en

tt, ,r. . .in =?(Ëi, ,Ëir, . . .Ëir)

Q ole't'ils.,i4!_5u.r .1.s tenseurs.

C.e nâne ord,re, adclition et nultiplieation par un

Eh pLis des opérationq elassiques sur 1e9, espaces veetorielnespaees ÿectorielsggg$#e tenseurs

_r1rr...jg 
Ërr, '..o Ëiro Ër, ..., Ëjn

àI',[ *+r-io,l'{-
di,Fir', ÿ...Ç.i. --ir.el\ { c1.t r... -- cJf rci'.o...e ii'.-
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, i1 est clair que le résultat de

=m.rq
lP =t.11i2...i, ti -".i Ë.,...oË.-ntl '*q li .'' '-im+q

J.top6ration est un tenseur dfordre n+q

«le ecnpcstrirtes 
nr, . . .in*q = ti, ., .i, ,à."." À**ru*" ra uase (3, )

.HJ*i:;:),îlff"fU-î::i preniers enriers puisque nou§, so,ililes da,ns Rn.
j..?. Ccntraetion.

aaaaaa.aaoa

. Le sinple eontraetion sur
ii 1.r.e::ore toujours ees deur
bitiüés obtenues ainsi

deuc inttices drun tenseutr

-indtiees 6garur est rT raile
est 1to1Ération qui 

"*ri"tula soune de toutes les poesi-

g,."t.fia : la contraction sur 1es 2ène et
. {\ ':._ i

3ème indiees des conl»santu" tijfh =J
dle If

.i1, = arjj* - tifiru + tizar" s ... tinrL,
i_:: is;11;ç111. $ obtenu est drordre J_p=J.

' t'rne simpl'e contraction §ur un tenseur dininue son ordre d,e 2. on peut envisageri'iusieurs contraetion. ea précisant à ehaque fois sur quela indi;lsjniices nfétant pt' n6eessaireneat voisias. par exeuple, ra double eontractioade '' s:'," les indiees 2-3 et 1.5 eonduit à ,n veeteur de coaposantes

,1=aijjai="ili

iëfï)*j ;:ïî:* 
t:: 

*lropérarion 
eontraæion ne d,épend pas du repsse :

t: . - -ijkrn =u oijkln sont res eonposantes du nêue tens"* # u*='o-, ropàre" tËi ) et (Ël ) .forr, t.,

i:-.1. fi,;{uits contract6 .aaaaaaa.aaaaa

,nn,,lï :.::Ïljï:ï:::,î:rÏ.conbiuaison des de,x -opératioas préc6denres :



iicieri c

:.'epère a,. ôL

eornme suit :

Par exemplu, CijU
et ü3. Le produit

of uij* les conposantes

une fois contreet6 3.6

1|l.

respectives dans le nêne

a" EL pu" fi3 est obtenu

"oit
nnp

siirnr, = ti;ttrLn . ci;rt de1çp

Ti
â'nrtLre

UN

-Fxennle

A..ree

. Produit tensorieL , f?=Err g fi3

ti;u*p = ciSt t

. Contraetion 3.6 :

soit B5 = produit une fois contraeté 3.6 de ôt ut f3.

,*ru,rllr'roduit 
3 fois 

"ontraet6 1,ltr 2,'113.6 aurait conctuit eu veeteur de con-

h = ttjontrj = cijt i drt j

d'éco,le de ee qui précède que Ie prod.uit k fois eontracté d,trn tenseurp pcr un tenoeur dfordre q est un tenseur d,ordre p+c1_2k.
peut enfin effectuer toutes ees op6retions sur plus de deux tenseurs :

â2, î, i, As on peut obtenir

. fi = ,fize irirË3 de eonpc»ganteg ti;to-rp= 
"ijt yrb*n (nroduit teusorier)

' 35 de conposantes 
'i5t tr, ' tijtt*r, = "i;\[b*, (produit contraeté j.7),

. gl c.e corposrentes u5rt= ti5uri* =.i;*1rrbpi, (produit contract6 5.T et ,t.6),
tk -bien d.fautres tenseurs eneore.

!iq::1t1'tque 6 : Le pi'oduit classique de deu:c natriees corresJ:ond en fait au prod,uittclso::i'eL .ne fois contracté sur Les indices intermédiaires des deuc tenseursltrretles repnésentent dans le repàre donn6 , ,;; = "itb15.' Lropération classique drun tenseur sur un veeteur est re produit nne foisiantf?st6, toujorrrs sur 1es indi
t,= .f ? 

ces interi6u&.r:"", d.u tenseur sur re vecteur:

"i+i;r; ou r;: {_f_ 
'l'Y'- ÿ'("rcoa) - ,o !t',-oà-,lXf**:i!

[n:lin' Ie produit sealaire de derr:c vecteurs est le produit contrast6 d.e cesdeux vecte.rrs
S = x.v.11
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iflf -II(EI{PLES D€ T}'livsFlTRs TrrFlr.rre nÂî\î.. l.'rd ^^,^,,?^::::]]]WW.

0n apperre tenseur unité d'ordre 2, l'opérateur identit6 qui
dre à tout vecteur y d.e ,Rn Ie nême veeteur y 3 ainsi on d,oit arroir
qui entraîne aij = ôij

1r.

fait eorrespon-

Yir ti5Ï5 ce

Le tenseur unité est done rtéfini par

(39) fi = ôij Ère Ë, = âr, Èi

Le t'e::seur unit6 a Les mêmes eomposantes dans tous les retrÈres.

L*l e!ry_ drcrientati
D1 Introd,uction et définition.

aa a a. a a a a a a a r r t a a a a a a a aaa a

soit ü un vecteur a"@-|
soit Ïf' 1'op6rateur linéaire qui à tout veete,E I a" n3 associe le yecteur+->vxAV; ttu est un tenseui. du seeond ordre draprès lB atÉfinition 2

=-r' + .|'

\IaTÂV; (lh\i)= s t..x.r rJJ

soit naintenant S ltopérateur Linéaire qui nl tout vecteur T a" n3 associe
Le tenseur (r. e est par ra dêfinition 2 un tenseur du troisiène ordre :

(llr ) =,v =?->= ô"v; tij s Eijr tx

Calcul.ons Ies eonposantes du tenseur fr a"n" r.rn repère (È, ) aonoé,

- v3x1{

u3*2 - u2*3

.r ,l*3

(ho)

-) .l
XAV :r

v2x1 - vtx2
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tlroù

tv-

,

t3

0

-v1Ê

, natrice image cle q, aans (âr)

(l+t ) nous pemret d'récrire un systène lin6aire de 9 id,entit6s po.r d6terminerl.es ri5sr y I ae n3,

Erlt tt * ett2 t2 *-elt3 13 = o

€121 tl * e lzz t2 * Er23 v3 = v3

et3t tt * e'l3a'2 * el33 ,3 =-ta

ez11 ut * ,z1z vz + .ar3 ,3 =-n,

ezzl u1 * êzez uz * ezz3 13 = o

e23l 't * ez32 t2 * e233 ,3 = tl

e3tt tt * t3la t2 * e3t3 ,3 = o2

d'où

tt

,l

il

lt

It

ll

ll

€ril=Ë112=att3=o

El21 = êrzz = o; et23 = I

el31 = tt33 = o: et 32 =-1

Eart = Ezlz'o; err, =-1

ezzr = ezza= rzz3= o

e23z = ez33 = o; e23r = 1

e311=t313=o E3l2=t

e322 = 8323 = ol err, =-1

Ê331 = e33z= t333 = o

JiÂV = e. .- x.v-. IJK JI(

e321 't * 
'322 

u2 * e323 13 =-vl

e33t tt * t33a '2 * e333 ,3 = o tr

0n peut done déflnir les conTrosantes du tenseur i[, u. la rnanière
suivante

(t+a)

2.2 Relations inportantes.

e.. =ulr
{,

si irjrk est une perunrtation
si i,j,k est une tièimutation
si un urêure indiee est {epété

paire de 1r2r3
impaire de t r2rJ

(lr3 )

Eh groupant (t+O) et (lrt ) on obtient
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<ttoù le produit mirte

(16)

(b?)

(u8)

(ue)

si lron se souvient que I'e d6te*inant d.rune natrice o !Ï'"o*osantes a..est égal au prod'uit ni:cte de ses trois veeteurs colonnes (oo ,""t.;;;;"";t'pris à rrne pernutation près dans l,ord.re 1r2r3 on aura :

L" pè"u veeteur colonne étant ;(n) ..ip 3i

Soit ? le veeteur symbolique
alors gue :

"nabla" cle couposa,ntes # , noua Batrons
I

-\tîiÇ'q[ ,r* tno ,..q J'., - Ti,.o." 
,

+4i6ffi.= ÿnü = .ijk 
{ t,

âv-
en conÿenant cl'écrire tf =Afri on a finaleraent :

rotÿ= tijo'f,j Ëi

Vérifious naintenant que

en effet, si 2 incrices sont égaux sur le uême e (exenple i=j Bans somation)alors Ie tableau èa tigneg où 2 colonnes 6ga1es, le êétetainent est donc nrü.Pernuter 2 indices sur re nêne e revient à échanger deux lignes ou d,eur colonnestlu tableau et donc à changer 1e signe du ct6teminant. 11 suffit donc de vérifierIa forurle pour une serrle position drindtice soit :

era3 er23 = *SXj&,L = t

ô. \1l\

'rr 
Io*/

6.
1m

ô.
Jm

tij* €L- =

r.t6{J.{ .,
ta.r^u-r, r.

c .o_. f .d.
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oe ([g), nous d6duisons aisénent

(:o )

en effet :

(( 
/ott ôi, oln \ "tiit Êi*, = det 
I 
op oj, njn I , "o développarrr par exeupre

\o*r '* ';/ 

5-

par Ia règIe de Sarrus, conpte tenu du fait que ôii = 3 ,

ti'it ti* = 3 (ô5, ôr.n- ô;o o*) -ô5r(ôi, ôr.r,- ôro ô*)+ô,.i(ôir6jr-ôtnô5r)

= 3 (ô;n ôkn- ôjn ô*) -ô;, ôp, *ôjo ô** ô,oo ôjo_ o* ar,
= oj, ôtn- ô5n ô6 

".Q.r.u.A par.Èir de (:O) nous obtenons

(:t )

(sz)

S uirrant

(53)

tüt =2ô-kn
8..lJn

El* 
"tà (:a) :

DrD

"it"5n"rn

effet ' tiit tiio ' ôii

hfin (!t ) i,ptique

ôr*- ô3n ô5s

puisque ôkk=

ôtr- 6xn - z ôk

en eouant en 1,
6aetA=rr_.ijk

m
De J.à, en multipliant (t+7) par

la eonvention, on obtient grâce

fl sera pratique
dtune natrice. posons dona

qussi dtavoir une écriture ,noniable de lriarrerge
æa-l en supposant évicterment alet AIO

bij 
"jt ' ôik'



r9.
ce qui peut s'6crire d'après (5t) :

âL è À detAav.. o.- { c- L +LJ Jr( ipq kpq det A

(ttiaée clu calcul

"lj à droite pourï::ï:ï:,:'::ï:ili ::ïî::,:::;, ""'" 
apparaî'ire

orr trpn aut o = tj* t5k *lp 
"rq

'oii 
tir det A =.tino ejt. "jt tlp arnq,

(it ntest pas question cle sinplifiêr par 
"jn à ear.Ee cle la eomation en.i)

ainsi (eut, det A -.ipq e;r, 
"Ip arn)ai*=o y, et vn

Pour i fix6, cette relation est de Ia forme,

85lv;=0 soit Àÿ=0 en posant,

Coune

(:t+ )

d,et A çÊ0, ceLa
ots,f ü'-<
2b. . d.et A= E.rJ lpq

ti= 2bii clet A- .ipq .jt, 
"rprrq

inplique : vr=Q s6i1

Ê;t. ttp lon et donc

Retalque ? : 11 est intéressant d.e savoir coment se comporte re tenseur
r?
ô-= Urj* Ëre Ëro Ë* d.ans un ehangenent cl.e base orthonormée

Dans Ia Uase (Èi), ses eomposantes sont

d'raprès (l+7) ei*, = eitejrat, ,ijk = er_ det Q;

l-a natrice Q 6tant orthogonale on & : dete = * t. ef(a6)

a.
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aî même ":1.:::ï:: ï:]"iffi"; ;.ï,";ii'î];"="::;'ï",ii,'i i:".:;:l_
tation diff6rentu' €É) tiSo tur"6sente au"-"orposarxtes drun tenseur dans
toutes les bases orthonornées ayant nême orientation. on tlira qr." 6=3 nrest
gutun pseudo-tenseur. cela vient tlu fait qr.u *Âl nrest qurun pseudorreeteur
obtenu à partir de deux vecteurs de 13 par une opération non *rr".r.t"r*.
2.S. 9??*ili:l.n6cessaire e-r, suffl:*!ç-f9yT rJu,un renseur soit srnn6trioue.

lr ,, r t6.
D'après Ie paragraphe l+, ,Ïn t"nr",rr f est dit

I

I

rth

l' 
,{

,j4
I

posantes t. .=t...
nt L..::., t, tta,Jrl,,"

Nous allons.montrer que :

syn6trigue si ses eon-

c .q .f .d.

etÂS= 0,rr; retrouver
itlentités elaseiqtl Lr

i ". ,ll1;;"*, \, r syn6trique <=:=+r aijt tij=o(55)

En effet

. Supposons aij=tji a1ors,

ti.ir. tij= ti5r. t;i,

nais les inclices i et j sont muets, on perrt d.onc échanger reur Don :

eiit tii= e5ixt5i = - tijrtji = - .ijrtij =à ei5*ti5=0

. §upposons ei.jt ti j=0, a1ors ,

€rr*ei;ltii=o= (6riôri- ôriôri )tii= !:-*,rr
e.l+. geritr:re rapicte de queJ.ques iclentités.a. a a a a. a... a a. a r r r r i. r. i.r r. a.. r a.. a a.

Exerciee.2 : &r notant que e=;[t= ô,0 3r, div I = "r,,en utilisant 1es notations et propri6t6s ci-tlessus r.es

aiv (îô)
rot (L,â)

div (i/rË)

tliv (rot Â)

rot (gracl ô)

aiv (erA-T)
roi (rot Â)

-+-+
rot AÂA



ry- DIRECTIONS PRINCTPALES ET VALEURS

21,

INVARIANTSPROPRES D'UÀJ TENSEUR O'ORORE

1-

ELEIÿ1Et\TATRES.

Cas général.

on cherch"i + o etl

t s6)

scalatre associé tels que

i=ri1r

slÀet i convlennent, I et fi convlannent encore (k, scalalre arbltralre),
kv Est appelé vecteur propre ou dlrectlon princrpale ae f
À est la valeur propre correspondaÂte.

La relatlon (56) s,écrtt encore

- = À(-f-À1)ÿ=0,

c'est un système 1tnéalre : det(f-lA) = det(T-À4) où T est la matrtce image
de 'If dans un repère orth.onormé quelconque, car toutes les matrtces lmages d,un
même tenseur ont même détermlnant : det r,= dettQtrol=(detQ)2 detr = detr.

Sl det(T--f'û) I 0, î=0 est la seule solutlon de (56)1 1l n,y a donc nl
dtrectlon princlpale, nl val.eur propre.

Les sol'utlons acceptables de (56) sont donc caractÉrlsées par :

==
aet ( lI-À{) =0

Nous savons qus le pretnler membre de cette relatlon est un Follnome rtrr

trolslème degré en À apperé polynôme caractérlstique. posons :

=_
detftr-f,lt-'t= -f3*T,À'- r) *T3( s8)

0ê.6inir,ïon 5. Les coefflcients T1, T2 et Tu lg-porvname c"ractgr r
re cholsl) sont appe_LÉs l,nvariants élérnentalres def .

. Calculons ces lnvariants, d,après (53) nous avons dans un renàre (Ër)

dettlr-À/ü)= * trJn .lrn (t1t- Àôrr)(tjm- À6Jm)(txn- Àôkn)

d'où par ldentiflcatlon :

t, " * et3k etrn ttt t1* trn solt

T, = det lf(s8)



tous les
gues tels

(ss)

22,

'r= * tiJt 
'r,nn 

(ôltt3mtkn * trr ôj, ,*n *tilt3, ôkn),

tndlces étant muetsr ,ous voyons eue T, est la sorme de trots termes
quB :

*t r* 'r,nn 
ôr.tjmtkn = *.rJ* .rrnêl*h,., sorr d'après (50)

= ! tôjm ôrn-ô3n ôt r) tjrtnp d'où en murtrpttant par 3

fr)at o

T1= eij 
ke rrn trtô3rôkn

donc

elJrerJx trt solt d'aPrès [51)

=ôt1ti1 et

( 60) Tt = r11= trace .ie'lfæ

Raruloue 9 : Nous ne pouvons, dèns le cas général afflrmer que le polÿrôme earactdrlstlque aura des racines réeIles rnals, Ies tenseurs rencontr6s en mécanlque Étantsouvent symétrlques, nous nous contenterons de l,étude des soluttons dans ce côs.

2- 
.

Pnowüii.an Z !
deux vaLeurs propres dlstinctes comespondent deux dlrectlons prlnclpala" ortEgona-
1es.

Démonstratlon :
aataaataaaaaa

: a) solt À une valeur propre et ü un vecteur propre assoclé. sl À est raclne du polv-
n6me caractÉrlstlque, il en est de mâme de f de même ü = ,rË, vecteur propre assne{r' à À lmpIlqu" V*'VrËr. estwctaur proprê assoclé à f, car

r6; elt qj
trJrJ =trvt lmpllque arJlJ . i ür d'où

3
b

Tz= 1

2 (tJJt,,*-tJktn3 
)

ttJ'Ji, = Àvri, et

trJiJ', = iirv,

; de même enfln :

1

2

(61)

( 62)
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- Les premiers membres de t61) et (62) étant égaux, grâce à la symétrledeT r oous êvons (À- i: füJ2=o solt puisque ü r o

À = .I++À réel

b) solent 
^,t/ 

\z deux vateurs propre. o" Ë et ÿ(1) 
"tqul leur solent respectivement assoclées, nous avons :

ü(2) o"u* vecteurs propres

( 63)

( 64)

trr 'Jt" = 
^rrr(')

trJ ,J 
(z) .'^zv{zi

de 1è nous tlrons !

(.trJrJt',rr,r,- 
^rrr.,rr 

rrrà et trjrJ,r,rr(1)= À2vr(z)vi(1)

Soit, grâce à Ia symétrle de +

tÀ1- À2) ü(1).ü(2)=o mais lii z*àü(1).ü(z).0 c.q.f.d.

Oê.{ini.tion 6 :

sont assoclés (où encore ta dlmenslo, c.ieson espacÊ propre ) -;----
R'etmnque l0: La multlpllclté d'une valeur prop'e ne dott pas Bn général êt,*confondue avec sgrgE§ en tant que racine du polynôme caractérlstlque.

?rupolibion S : Lans te cas a,un tenseur s Uê, multlp1lctté de re \raLeurpropre est égale à l,ordre de 1a racJ.ne corres caractérlst ique.(Nous ne démontrerons pas 1cl cette proposlttgll).

. Cotulla.ine Z.3 ,

pr1nc1oalorthogonaldan.1"a,"1@matrlced1agonaJ'e.LeSva]eur,s
.___

" 
"''dlrectlons prlnclpai"". e -<& 0,0<,.. CC3l, AC!Â.,.z*k& _t* .|;*"_"*f".

9Éggl9lf9llgn : Le polynôme caractérlstlque dans Rn ayant n raclnes réelles, ra scrne
des multlpIlcltés est exactement n- ce qul slgnlfle que dans chaqus espace propre îilpourra cholslr une base orthogonale rle dimenslon égale à la multlpllclté de la raeflc
correspondante. Les espaces propres étant orthogonaux entr,eux, on pourrê alnsL treu-
vsr n vecteurs propres orthogonaux formant }a base eherch6e : par exerple dans R3



st rr/rrft, : fl y a trols directions principales
à une valeur propre dtetlncte. Ces
nntnent un nouveau repère orthonormé
pêr une matrice dlagonale.

sl t, =T2= Trl T3. à T, raclne double, correspond un espace propre dec'est-à-dire un plan qul est orthogonal à Ia dlrectlontlve à rr. Le tenseur est dit cyl.indrioue.

24.

orthogonales comespondant chacune
trcls dlrectlons prlnelpales déter_
dans lequel le tenseur est exprlmé

dlmenslon Z,
prlnelpale rela-

c'est-à-
. Toute

sl T1-T2=T3= tl è rraclne
dtre R3 tout
directlon de

trlpte correspond un espace propre de dlmenslon 3,
entiër. 0n ôlt alors que le tenseur estI
Rr est direction o"rnffi

Les lnvarlants étémentalres d'un tenseur symétrlque s,exprlment de Fo-çon très slmple.

(63)

T1 = T1* TZ* T3

12 = '112 
* Tz13* Ta11

T3 = T1 T2T3

,,,vw.e(,,ite , ts,c natTul/con cauLeu). si lr est symétrique, onpulssances posltlves de i "o*" comblnalson rlnéalre declents de ces comblnalsons rinéarres étant des fonctlons
élÉmentalres Tr,T 

Z,T g)

( 64)

Chaque valeur propre
pouvons rassembler dans le repère
latlon matriclelle

peut e5prlmer toutes les
=1 =É ,T et{. Les coeffl-

polynomlales des 3 lnvarian bg

oémonstratlon : soit r ra matrlee lmage an i our" Ie repère prlnclpal io " oo*il;;;'iË';;;; ce repère (et en général dans tout repère) T étant diagonal.e, Tp 
'estet a=Pour termes_rf, r!, t!. Donc rout repère r"r""rr", o;-;;", repère princrpalde lrp et les valeu"' p"opi"s oe f,p sont res ,èmespuissances des vareurs propre" d. t

deT vérlflant l,éouatlon caractérJ.stique, nous
princlpal les trols 6quattons scalalres en une re_

=

C = 
'n 

$'trTzrTz)# * ,n $trTzrTe) =hn(T1 Tz riû
))

T3 = T1t2 - trr * T31



Exelæice 3 ; Hontrer que cette relatlon

0n peut donc écrire de i.,aÇon

25,

est valahle dans

lntrlnsèque :

tout repère

(6s) =$=lF=
lf = T1 I - TZT * Tg{

en murtlpllant les deux membres de cette relatlon 0"" i nous obtenons

aQ, =J =l =tr - T1 T - T2T * t, lr soit, en tenant compte de (65)

aQ^=Z=-
lf s trf-rrlT- (TrT2-r3):tr+TrTs4

V-

En proeédant alnsl de proche en proche on obtlent le résultat (64).

POSSIB.TLITES DE DECOT4POSIIIONS D'UN TENSEUR DU SECOND ORDRE.

1 - Oécomposttion canonloue cJ,un t

i ".t dft .yrét"lquu ou "lrj1.d t "1 ; =@

=
Ptwwaibian 4 : un tenseur lr quelconque peut_louJours et ,le façon r6qîà être consj.-
déré cornme Ja somme d'un tenseur symétrique f et d,un tenseur anttsymétrlqued.

En effet, supposons I,exfstence de cette décomposltlon
-==
'lf = If +1f,

EA
= = = ='fÈ Tt "ü =n:-gtsasF

lI est dit altisymétrlque sl

*_:r*:rt
s2

= 3.

*-f-:ft*a- -f-

= ='
lf =- lft

solr bU=|rtrr*tr1)

soit .Li.rl = | ttrr-trr)

3

pg.lle symÉglque. 
- 9"*[

E

partle antlsymÉtrlque de T

alors

( 66)

(67)

ast

est

40"
I

Tde
a

composant"" arrr,

corposant". a[rl]

appelé

appelé



26.
La forme de ces deux tenseurs montre qu'lls extstent touJours.

2 - Décomposltion d'un tenseur en pPrtle sphérigue et dévtateur,

Oê.Çinitfun 1 : Un tenseur sphérigue est un tenseur pour lequel touE dlrectlon de
1'espace..est vecteur propre. fggl_"s__ses vaLeurs f:ropres soht ÉEales et toutes ses
matrlces lmages sont dlaeonales.

C'est un tenseur de La forme

(68 ) § = , or5 ËrPÈ3

: lJn dÉvlateur est un tenseur de trace nulle

- 
_

( 6e) DLi=01=fl

?nopotili.on 5 : Un tenseur 'lf e est dé sable de f en la
sorme d'une parile sohérloue S-

I

(70)

et d'un déviateur

Supposons en effet qu,une telle décom

Dr'

posltlon solt posalble

T,t

-3
E

1I=5*D alors Tr= Trr-Slt=3s d'où

Tet dtJ= tlJ-.ôlJ = .rJ #r,

CEtte déeonposltlon exlste donc et est unlque

q=Ii".üî=tr-]r n

propres sont r

t71)

Notons que ô, à mêmes dlrectlons prlnelpales que 'lf et que BEs valeurs

ô, = tr-s

Décomposltlon polalre d'un tenseur non dégénéré,

. DÉflnlssons pour corrmencer le tenseur il/2,
Un tenseur symétrlque f est dlt non nQgq[f (respectlvEment

toutes les valeurs propres sont non négatlves (respEcttvement posltlves).

3-

posltlf) gl
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solt fr ru tanseur admettant même repàre prlnclpal quef (non négatlf)
et des valeurs propres Éga]es à Ia raclne carrée )0 des valeurs propres de t.
0n a évldenment

frz = f et t'on posera fr, =iltz
ôr'Y iIR alnsl

É,xottttr,.e

nal 1'est

Lenne I t

non dégénérés car det( tr. Ft) = (det F)Z I o

Posltifs car : solt ü vecteur propre Oe lF lFt
corres,ondante 

nn"ir'r

r Ë nt ür.ü = lü.ü = )tlif I
6'ftt ü. Ft ü = l6t ül 2

déftnt est unlQue et symétrlque grâce au résultat suivant.(.,roL+)
. -il

4 : lulontrer gu'un tenseur qui est symétrlque dans un système d,axe orthogo-
dans tout autre système orthogonal.

Sflf est un tenseur du second ordre non néré, IF trt et trt IF sont
deux tenseurs gu,second ôldre, symétrlgues, non dggFqér*i et posl,tlfs.

ÇtA te*'' to1

rts sont symétriques car t Ë Ft:t = dtlt Ët = É Ft

d'où 
^=' i;iJ 

r alors nécessairement À>0

.)
ü'0 ce gul n'est pas posslble puiqque i est vecteur
n'est pas posslble pulsque F est non dégénéré.

et À Ia valeur propre

f+FrS ut r-'
"h1i.rdlfr*; u{
- PE6f Pt 

"-r

car trtd'C entralneralt solt

propre, solt det Ët.O ce qul

Ttû.onène ?.

172)

r.731

+La démonstratlon seralt anal.ogue pour F'F.

(D@) : Solt F un tenseur du second ordre non dégÉnéré

0n peut écrlre lF sous.l,une des formes suivantes I

===trcfiS.,
tr = VR

aËoù U0 et V sont dss tenseurs symétrlques, lF un tenseur orthogonal.

Les deux décompositlons sont uniques.



28,Démonstratlon :____-___-___J

. s,1I exlste une tette dÉcomposltion t7z), üJ "'", ,ÏrorJ] 
";effet !

.:]
Y

donc ù =r Ët F)1/2
=+ = = =ù = =F"R = tùRtfrw=ff

et ceel a un sens d,après le 1enme précédent.

. Posong donc :

r,74) È -! - a )^

ùü = ( FL É)tta

t
llô0 est syrnétrlque d,après ce qul prjcèoe.

U, est non dégénérÉ car : tdet ù2.,= aet ü=(aet Ëf ,,0. pcsons alors

1,75) fi= Ë@

fi est alors détermtné de façon unlquo à partlr de ürt

. É est orthogonal, c,est-à-dire que fi. Ft= fit fi = f , en effet :

fit Ë, rriljrt FrF üf1 = ù-1 ffü-1=i
fi.fit=Fù-1 ü1 trt= FtrTtr)-rFt=î c.q.r.d.

Exaæi.e.e 5 : 0n vérlflera que sl f est symrâtrlque, alors -i-, ,,Bst encore.
. 0n montre de même que L,on peut Écrlre 0== üfi, "rr" ü symétrlque et firdtfiûgonall cette décomposltton unlque étant donn6 par

- 
-üz= (trFt)1/z , Ë,=.ü1 f

Reste, pour aehever Ia déronstratlon à montrer que t - t, :

, 0nai F= üfi, =(n,n,t) üË, -O,r.-'ViK/

\' étant symétrlgue, fi''ü fi' 1'est' En vertu de l,unlcltÉ de la d6compos1tl0n-==' F = R UI on a alors nécessalrement lf, = IR, et

ûr= 6t ÿ m
(76)
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1-

2C.

NOTIONS ELEMENTAIRT.SD'ANALYSE TENSORIELLE.

Champ de tenseur.

At.$nilian 9 : S1 à chqque point
on associe un tenseur f d'ordre

x d'un certaln nomalre f,l d'un euclldlen
m 0n dlt que l'on a déflnl un c de tensourTtxl

sur0.

Scttt x, Ies composantes de x dans un repère orthonormé (éi). Les compo-
sêntes t,. - du champ de tenseur dans ce même repère sont fonctlons de x.rrr.XlJ...m r n
que nous désignerons globalement par x.

Le champ ùxl est. continu dans 0 si les composantes sont das fgnctJ.ons
conttnues de x, ,...,x dans Q.-tn

-on{}i.- 
-: . O\djig,'.'rl ,. ;;.r* . ..,,t Q;t*

-ri _, l(!'
t.t. T?l*??.9?.9lÏÎ?rltï?]]?.:.ti?9l?tl.?:.9ly?IF?t??.9:y?,?*T?.9?.l?t??ïI.

P.appel

tortel
néaire

: SolttFunu appJ.icatlon d'un espace vectortel normé E dans un espace vec-
normé F. 0n dit qr" Fest différentialle en x slil exlste L, appllcatlorr 11-
contlnue de E dans F te1Ie que :

Lx ( hl * €r 0rt l! rrll ,

avec Ilm lle th)ll-=o
llnllat x "r

. Appllcatlon à un _ghamp-39_tqnsew.

Soleii! E = Rnl

et F = 1'espace vectorler des tenseurs d'ordre m sur Rn de dlmenslon

IL,,. t"1l'1, = gradlf . Mfvl,

æ lhr'1

= grad'l[ n .

.!-

{
:m
dtr.

H
+

dt"l * *i -,. 
^{i

.. lllar t I

.f",1'"

+ 3'Tl

J txl= If (x) champ de tenseur d'ordre m. A1ors :

'lr(r"r,)- T o,l) = u;.ril'r r lrifrl xgtgfrt)

ll,r, appltcation llnéalre qut au vecteur mfi'€ Rn assocte le tenseur 0-r.lïil' d,ordre n,
BStr sl I'on sa reporte à Ia déflnltlon 4., un ollE rE tengryI d,ordre m+1.

, - oy. ü tiÿ,r,. "ti:5$- ;"-. e-Al,llf l': ;ï;l
ce tenseu" fffifrst définl en chaque pgint ffiln où te champ i' r.*

dlfférentlable ! nous f uÉi#n§tgraaiànt du'champ de tenseur fl "t le noton,Ém =i.: -, i "- *'-
gI"9 T- ou encoie Ïr:j. Nous avons aLors

ce qul s'écrlt

1,77 )



En composantes

dt. - =1r...1lm

Cect nous montre que

dans 1e repère cholsl, cecl

"rr. .. r,
T*, - o*J = tl, tr. .. i

3ü.
s'écrlt encore

t Àe I Àl"+t"r *- n' À r' ^{m;-_ '").r.*4> 1 .< 1. 4 'i -sl

(78) (Fffih i1iz,..J = ,rrrr..,i,nJ

Nous appelons donc
de tenseur d,ordre m+1 dont la
tre que t,-LliZ...ir,J'

gradient du ehamp de

compos-ant" L.iZ...i*J

rm
tenaeurT(x) a,ordre m, le chanrg

dans un repère donné nlest "r],.

0.

e'est-à-dlre un vecteur qul dans le système or-

tenser.rr

champ

:NoÛsappeI.1eronsd1vergenced,unchampdetÊrtÊeu.
Ï d'ordre m' le g!4Lgle tenseur d'ordre m-1 obtenu par contraction das deux der-
nters lndlces de grad f'*1, ses composantes dans re repère cholsl sont donc :

(7S)

Appllcation à un champ scaLaire S(x)

$(x) est un chemp de tenseur d'ordr.e

graE6' est donc un tenseur ct,ordre 1

thonormé cholsl s,écrira

(80)

La dlvergence d'un champ scalalre ne peut être défln!.ecôr m=0

2 - Tenseur gradlent d'un champ de vecteur.-€
2. 1 . ?fÎlll!*?i. :i. g?g?i,???1:l?f 

. ????îlîy:.
' Apprlquons la définltlon précédente : unchamp de vecteurs est un champ de
d'ordre 1l grad Û est donc un champ de tenseur drordreS

(81) ++gradu = ul,.J éraé.r

-|'et dlv V est donc

(82)

t§ft 1172.. .rm-1 ttrrr...ir-1J,J

-!l'È 

+gradQ = 0,1 ul

dlv

tgnseur d'ordre O e,sst-à-dlre un champ scalalre



u1,J =

\
o': tiJ ( 9-

*

err(u) + urrr(u)

=â,rr,J*uJ,i)

= *,ur,j-uJ,1)

,ç,1br^u't' i-î I t"i
canonique cJe La proposttlon 4r'donne

ÿ."t 31 ,

. La décomposltton

(831

2

et donc d'après (85)

. Le vecteur (appelé en

(84)

(851 1

'i =zer3r0r5

fnversement, le vecteur fi dÉflnlt complètement la
en effet :

mécanique vecteur tourblllon quand U est le champ de vltes;e)

.) 4 ^ '+
fr = i rot U

est déf1nl par la seule partle antisymétrique du tenseur gradlentt en effet
u?,'.: 1 .. 1uL = 7 er5nun,5 = â ti3r (tt1* 

'kJ) d'où

(cf 55)

partle lmpalre du tenseur gre'lle,rÉ

'r=2ôit't=ei3xet3t,

tr5 
r 

( tri * irl 

'- 
t»*, )

,1

=Q

cecl lmpllqus, cf (55)r QUB Et3f 01- ora, est symétrique en kJ et conme 11 est ausst
antlsymétrtque

(86)

en kJ 1l ne peut être que nul alnsi

'kJ = t5t t *t à l.a-+= §n+' \

En conclusion, le tenseur
mtné entlèrenrent par 3 foncttons o,.

1
déterminer le tenseur (ffit

S

(W)
e

I1 feut

o"hln*.' or. X E5 Por Êea.i gr"t--,.^5oa .

(partle antlsymétrique Oe ffit est déter-
par contre 6 fonctlons scalalres pom

[';j) l.'";
'iRutl.,l'que I I

trace VE = trac" o" fffit. = ul,t= €il(u)r= dlv Ù

(,

(87l
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d'où

or

solt

. ReLattons entre les (r),, et les e1- lJ

'i,J = tiJ *'U' tU * tJtt't

ur,3k = ttj,k " e3ir ol,k

ul,Jk = u1,k3 Peut s'écrlre

em3n er3,k * EmJr tjir.'I,k ' o

em3n et3,k* (ôxt ôrtt'.ôrt ôrr) 'I,k ' o

emJtr EtJ,k * 0*,t- ômr 0I,1 = o mats

'r,I=âtrro'q,pl=o

d'après (55)
[ie+u-at*r4 ^1 "r- . k**i.r. it ., iru,

1r" ; *t;*, *crii j

d'après (50)

d'après (55)

d'où (88)

2.2. champ de moment (ou chanp des vltesses d,un mt de Eollde)a a a a a a a a a. a a a a a a a a t a t t a a t a t a a a a a a a a a a a a a a a r a a a ta t aa a a aa a

un q!urP-9q_gg_[gnt est un champ Û t"f que v H et ]1,

(8s)

.|(l) étant constant, c'est-à-dlre lndépendant de ll et M,.

0n reconnatt le champ de vitesse d'un corps rtglde.

We 
3 [des champs de momen!) : une condltion nécessalre et sufflsante pour que

U solt un champ de moment est oue E- -ful=o-

. la condltlon est nécessalre : st ü est un champ de moment.
+- - +. -)
U (Ill -U (t'1, ) = til^lrlH, mals on alnsl

Û(mt-ütm'l= m.mfi' car ü,rmfi, est une fonctloneril*e tlnéalrg

-"i --i .,j l,ii ^* u{r[.lÏil. = ffii.fifi'
T 

t Y;-,rlrl

.rl* àl (x[-x*) = lr4rr'k-*k) v x, et x

+ + .+-â
U (wl) -U flvl, ) = 6^lr1t'lr

d'où

solt

tjl, 
k



ut,k = ttJ*'J = - uk,i c" qui lmpllque blen er*(u)=0 y 1 et k

. La condltion est suffisante : Solt et.(u)=0, solt urr+rJ,l=0 cela entraine

'i,3k 
*'J,rk = 0 et donc trtJ uJ,1k = o o t=1,2,p.

-=:=' -IntÉgrons cette quantité ert Xrr 11 vlent z*-'*

li trtttJ 
'J,* = ",. (c, constante)

mals 2 "lo -zôrp "p =.ttJ EptJ 
"p

d'où trrJ ('uJ,k - EpkJ co)=o

La quantitÉ entre parenthèse étant anttsymétrlque en J et k, hB peut être qut nvl I Cpuisque d'après (55) elle est aussl symétrlque

,uJ,k = * to*: 
"o

lt
en lntégranJ us = * epkJ

ce qul signlfle que pour

orthogonal à tout vectour

d'où

et donc

Qut, en posant

-> ->
u(t'1,) -u(t'l) Ê

33.

I flxé, le vecteur dB kème corposant" alJ* ,J-ri,* est
de R3 d,où

u,(x'l-u.(x)i- J-

(l)=
p

-t
(l)^tït'lr c. q.f .d;

2.3. 9!?Tp.g?.ll?gl?l!.

ll:ne!!-gg gradient t est un champ tel qu,lr exrste Q avecû=ffi g

'ittêt"è^e 4 (des ehamps de gladient): ung condltlon nécessalre et sufflsgrte r:-or.ri' ouÊ-|
U solt un champ de gradlent est que ï6Eü=0.

. La condltlon est nécessalre car sl fi= g"uË 0 alors ,r= gr et donc

rotü=e- ' '>
-lpq 9'qp nI= 0 cf(551

. La condltlon est suffisante car sl rotù=0 alors :

trJ* uk, j=0 ll,Pllque que uk,J. ,J,k "t donc que u* dx* $st
une dlfférentlelle totale.



Soit donc

alors

d0 = u* dx*

+g =grad0 C.Q.'F.d.

34.

3- ESUATIONS DE COMPATIBILITE (OU D'INTEGRABILITE).

3.1. Illfgy:l*?? r Les composantes 
^i= I f rotÜf t = + ei3r. uk,j= *.r.r* to*, et les

composant"= aU=t5i 
""o"ésentent un ensemble de g fonctions scalalres exprlmées à

partir des dérlvées partielles des 3 composantes U, d,un champ de vect"r" Û(r). Ces

neuf fonctions ne peuvent donc être arbitraires et sont pour cela soumlses à Ces

conditlons d'intégrablI1té nul serônt données sans forme d'équatlons dlteb de compa-
tibl1lté

Nous éerirons ces condttlons en sê posant guccssstvement deux problèmcç

3.2. Probtèneâ.:
. . . . . . . . J.

Su':pocons données Les 6 composant?" atJ d'un chemp de tenseur e1'méti-i -

Quel à quelles conditlons peuvent-elles être les conposantes de la partle palre ci.urr
__1,

tenseur gruo-ü ? Peut-on alors détermlne" ü o" façon unlqueà partlr de la donnée de
ces 6 fonctions ?

0n peut Bncore

et d'unlclté de Ia solutton
exprimer 1e problèmê conme sult : condltions d'extstence

.>
Ude

'u*'.J,1 ="rj l,J € 1,2,3

les 8,, étant l.es eomposantes données d'un champ de tenseur symétrlque.lJ

Jhùlrlëne 5- ( ). une condltlon nécessaire et sufflsantq
pour que 6 fonctlons e,, solent les .cornposantes de La partie palre d,un tenseur ?Fdt1J 

--

est que

( s0)

ldef ulvalente s'écrlt encore sous forme plus

(91) Aer, *8n'o - (trr, r.l, * Ep1, r,n) =o
co

où 6= E*

+*tl,:-r., ,.,*rli
->

Les champs u correspondants sont égaux à un champ de moment près.
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PÉpets!rc!len

, La condltton (g0) est nÉcessalre.

Solt en effet ttj(u) = * (urrJ*rJ,i)..)'après (Bl) eè=4*Ë1,

ll"*aaçç
ep1r. om,1r=0' Solt eptl. emk3 EJi,kr=o

. La condltlon (90) est sufflsante .

Solt donc eplt em3tt eU' 
1k=0, 

-' 
.

Alors la quantlté 0n.1= trJtt"ij,k est telle que eptt 0r1,lo0 ce qur lmpllque

or1,l- CIml,1

donc 0rid*t est une dlfférentiell.e totale; crest-à-dlre qu,1t exlst" h. tels que

ür= 0r1dx, ce qul impose ,r,i= Qml= tmk3 arJr*.

posons UIJ= atJ* .jfl ,l

d'où ut1,* = tu,k * e3ir o1,k et

Emn3 utj,k= emkJ trJ,* * EmRJ e3il ,r,x

om,l-EmkJ ÊJi,k. ft$u condltlon ,r,il= om,ll se tradult par

C.Q.f.dr

= 0r,1 * (6mi ôkt- ômt ôt l) ,r,k

='r,l * ôml'l,r- 0*,i = ôml otrl = o

'1, l= t r,.J tJ l, k=o d 'aPrès ( 55 )car

Alnsl' emrJ utJ,*=0 ce qul est équivalent à uiJ,k'uik,3 et lmpllque guê

urJ d*J est une trlfférentlerle totarel donc Iu, tels gue !

: f;i{rr} r r-g;(^i p-J<S t .U1jdx3=ou,aV€,cu1,J=3l-"J'üt,;,.,1'.t"l,(.i:.i
Fâ h-pt

L'unlclté de la dÉeomposltlon canonlque (cf proposltlon 4) montre alors que

ttJ' trJtu)= | (ur,J* uJ,r).

. Qu'en est-tl de l,unlcité Oe Û I
supposons qu'1r exlste deux champs il "t üxl comespondant aux EU donnéBr alore

'iJ = }tul,r. uT,,,= * eriir'rl*rl, posons u= ut - ux*



alors 1,ur,5*uJ,i) =o ce qui
ment. Le champ U sotutlon

36.

lmpltque ct'après le théorème 3 que Ü est un'charp de mo-

est donc unlque à un champ de moment arbltralre près.

équtvalent à

ôpt\
ôrr 

) 
tr3, rr,=o

6r,r /

. Equlvalence de (90) et (91).

D'après (49), (90)

/e/pm
detl ô.\ r_m\

\̂ort

est

6
PJ

ôtJ

orJ

Solt en développant d,après Ia règte dp Sarrus

rôrrôrjôrr*ôrrôt3ôpt *ôtrôp3ôlk -6pkôij6tm -ôrxôrJôr, -ôrnôor6rm)eU,rk - 0

c'est-à-dlre :

p, eii,t, *emJ,Jp *t1p,mi- Ei1,ro- ôr, .lJ,jl - emp,Il=0
iè

Emp, rr=atmp

c=6-11rmp Cr, mp

ôp, til,rl= ôpm

ô0, trJ,ji= ôpm

6
om

2

^8
u, .+u .

r 1rJ Jrl'I-a1 -----E-,,I_.
é JL

( ui, 1.jJ 
*uJ 

, J 11) = ôr,
^8

\

d'où la relatlon (91).

Ruunquel 12.

a) Conrnent ca1cu1e" ü a partir de

Sl. les , arJ donnés vérifient
le calcul. du champ Û comespondant peut

. Calcu1 Oe ilpar lntégratlon de

compattblllté (91 ), alors
la méthode générale sulvantg

'1J

les condltlons de

s'effactuer par

6m, 1= Emt<1 el j , k ce qut lntrodult une

vectorleLle solt ilo.

premlère constante d'1ntégratlon
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. Cal,cul Oe Û par intégratton de

ui,J = tiJ * t.jft ,t ce qul lntrodult une deuxtème constante d'inté-
gration veetorlelle soit Uo.

Dans Ie résultat, uo et CIo lnterviennent dans le champ de moment arbltralre
mentlonné à propos de I,unlcité.

En falt, une méthode de calcur de u plus économrque pourra

b) comblen y-a-t-il de rerattons cJe -conpatibrlttés 
?

L'équatton matrlclerre .(.91) étant symétrlque sn p et m, rI y
6 relatlons de conpatlbllltÉ différentes.

ul,J 'J,i = 
' 'jrr 0r d

être donnée en T.D.

a seulEment

3,3. Ptwblëme no Z.

Supposons données Iee 3 composantes ,i d'un champ de vecteurh-, à quelirs
condltlons peuvent-e11esêtre Les 1/2 composantes du rotatlonner d,un champ de vecteur
U. Peut-on al.ors construlr" Ùfr) unlque à partlr de il .

0n peut encore exprimer ce problème comme sutt : condltlons drexlstence
et d'un1clté de la sotutlon Û de .r.lÊtT''-t, !4..

,{ t 4+7*.t*a*.{.'+,^ ,*f.l"''ç r;"'s *'q
(lr q.q;+: Y- t f ) +, $rr...r. "; 3l at ,1 . 

r-/

q >.1 ,- ": L ' )' .

Ptwpoti,Lion 6 : une condrtlon néeessaire et sufflsante 3 fonctlons scalalrss

( s2)

s U corres ts sont alors détermlnés à un de gradlent
arbltralre orès.

PÉggnglfgllgn tcette démonstratlon, lntéressanteconme exerclcs, ne serê pas consldF-
rée comme étant du programme car le problèma comespondant est un peu académique).

. La condltton (92) est ne"J=uf"e car

or(x) solent tes 1/Z santes du rotatlonnel d'un c do veeteur ü est

01,i=divil=0

Èâ--n = Ë 16[l donc dlv f,l= ,1,1 = ] rrra ,k,Ji,o
. Le condltion (oZ) est suffisânte :

Sott ?l tet que dlv il=o.

(cf,.551
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I

'[Les I]gnes- jle champ de il sont res intégrarrrs du systèmn (
rÈ_._. --

rlI+t-'-r rdlT10=01 /
'ï:--..-.-.:--t

dx. dx.1 "t
rE- 

,

trr. (x) ut, ( x)lJ
I ..-_- 

_ __ _ .r--d,

j
déslgnons par n({) =constante et 1(x)=cônstantê deux lntégraleg premlères de ce
système, c'est-à-dlrs - une famllle de surfaces formées par les llgnes de champ d. iL rt

NouE avons à la fols

se . gradrl .0- et fl.,.grad1 =g

ee qul peut se tradulre par la relation unlque

il t*r= g(x) (;ËafineG& I

solt ,i= ôeqk rl,3 X, j.
La condlttonul,, =0 se tradult alors par

o1,1= tt3t Ô'1 rl,j X,k " tiJ*0.r,51 X,k t etJk0[,rx,*,

= tlJk 0'1 rl'3 X'k = o

cette relatlon lndlque gue le Jacoblen de 1'appllcatton qul à (x, ü2txgl€R3 rart
correspondre (Ô,n,xleR3 est nul; cecl lmpltque (nous admettronE ee r6sultat) que lgs
fonctlons 0, n et 1 ne sont pas indépendantes.

sott donc : 
o =o (n,x),

) Rosons ators 
[n

{, =l ô(t,x)dt o*j##3=o'**** # = r,
J"

solt

alors

d'où

)

l

\
\

I

(

ÿ,J 0r,, + 8* *,, L^,1 u; i n$) r Y iY -lj / '1"; i(' J ''* 
"1'.,"'f4'

0n,, = ÿ,J - # r,rFoltstærnplaçant dans I'expresslon de ol

or= eli6( ÿ,J - #*,r) x,k = .i,k ü,3 x,6 .



33,

Posons Û = 2ÿ g-iîÈ x, uk = züX,*

'k,J "' 2 !)'J x'k 2ÿ X,nJ

alors
ti3k uk,J = 2 *i ce qul n'est rlen d'autre que

il=1rotü
z

. Résultet concernant I'unlclté de {i.

Solt V un autre chanp tel que il= f 
'rot ÿr ators st ü= û-ü

-à
rot l,J + 0;

nous savons d'après I'e théorème 4 que cette relatlon tmpllque I'exl.stence drune
fonctlon f tel que fi = l.fr!.T ,

fL n,y a donc un1c1té qu,à un champ de gr"gf"nt près.
a--

VTl - FONCTION DE TENSTURS.

1 . Définltroirs et cxernnles.

Nous ne consldèrerons dans ce chapltre que des tenseurs d'ordre 2.
==:-. Fonctlons sceLaLres

r'r-i-j'J': a ir-i'-.-i!: i a ; ;-;--

Solent T et T' les matrlces lmages du tenseursfrespectlvement dans
Les repèr.=-fr"t R.' ,

Si nous voulons déftnlr une fcnction à valeur scalalre du tenseu" f,,
nous devons poser

= f '(T') dans j,,
f (T) et f '(T') étant des fonctlons scaLaires équivatentes dans le passag 

".î*ftLeç*,t p ar Ia matrice Çr donc

.i,f*i,iotrgf
La fonctlon scalalre du tenseur i, v. fti) est donc en g6néral déf inl

pêr un ensemble de fonctlons équival.entes de toutes les matrlces semblables assocl6F-
à fr. e&,\

c.q.f.d.
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40.

Y =lû sera .rflnir esr représenté

aans?par la matrtce F(T)
aansffpar la matrlce F,(T, ),

- rerresque l@
r1' n'y a aucune dlfficulté à étendre cee déflnltlons au cas de plusleurs

varlabl.es tensortelles.
. Exemples

aaaaaaaaa

a) v $h = t11 d;n, 3
= Q1c qrg tüB dansfi'

b) y'traceir, = detf, on a blen trace T = tracE T, et detT - det T,
cl i = ÿrf-; dértnl par yrJ t, rz3 oans ;2

et Jil " Qr lQz, tir til dans fi'
lvlontrons en effet que :

Y'=Qt Y I c'est-à-dlre que yË. = qrp elr y13

. 
etp qjr vr3 = Qlp qJr ti1 tzJ = arp e3r elt erm a2n e3r ti, tir

'6pt ô"k Q1, Qzn tïr tl,, ] qr, qzn ti, t|,'vi,

c.q. f .d.

d) ÿ. f est blen une fonctlon tensorielle car

T''2= QtTootTo = gtr2q = (Tz)'

0n déflntt de mêma une fonctlon porynôme à vareurs tensorlerles

ÿ=cofi*crt*-1raoff
e) ÿ ' f ast eneore une fonctlon tensorlelle car

T,t = tçtrO)t o qtTq=(tt)'
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y -Ttfr, frl = t1zrz1 dans Le rcpèrc &

aro azB azy arô t,ig "io dans*fr'

g) enftn ÿ = frÉ, fi: = ff. fi est blen une fonctton tensorlelle.

2. foncttons lsotropes.

2.1. Remarque et définltion.
a ... a a .l . a. ..... .. .. 

:.. 
.,

Les exemples donnés prÉcédenment de fonctlons de tenseur nous

rnontrent qu'11 y en a deux _catégortes

. Celles qui s'exprlment différenment dun=_jhggyg 
=P}f:-fexemples 

: a, c, f)

. Celles qul ont une Bxpresslon lntrtnsèque, lndépendante du repère (exemples b, d,

êrE.

Cect nous condult à déflnir les fonctlons lsotropes.

0=ê.6i;ü,tinn l0: Une fonctlon tensorlel.le, à valeurs tensorlelles du second_ordle

ft (f n §f est dlte isotrope si F(T,R,S) étant son lmage dans un repère8quelcon-
que alors :

(9s)

qualle que solt la matrlce orthogonale Q.

2,2. Invarlants d'un tenseur.

;;' ;"' ";';; ;'*,"".r"" scaralre
dente devient :

§1î,*,5, tfÊI= f (OtTO, OtRq, QtSQI

Solt pour une fonctlon d'un seul. tenseur

f(T) = f(gtTQ)

Dans ce dernler cas on dlt que f(T) est un invarlant de f .

Les lnvarlants élÉmentaires d'un tenseurfaeffnls au chapltre fV, sont blen en ce

sens des tnvarlants de t''.

de tenseur la déflnttlon précé-

V solt Ia matrlce orthogonale 8;

( ÇtTQ,
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(/iêorr.9mê]b(for,ô"re't ",r,ts). root irrarilnt f (T) <t,un

tenseur symétriq.ue fi ne dépend que des invlriants élémentaires de fi .

p@q4stration : Il suffit de nnntrer que si II et fi ont nêmes lnvariants
élénentaires alorg f (T) = f (R).

soient donc fi et ti aeux tensëurs slanétriqucs ayant iiêmes

invariants élémentaires. Ils ont même polynôme caractéristique et donc
mêrnes valeurs propres

À*; k - tr2r...n.

solent l* 
"t ï* r." vecteuis propres unitaires eorresponclant

\ resfectlrrenent ibur fi et li.
Solent T lrtuage de il aans te repère orthonorré t1,...Tr,, et

R llinage de I.R dans Le mêroe repère.
Soient K 1â matrice orthogonale fais.rnt passer du repèrc'|-)=principal (L) de I au repère principat ti*l ae in. À]ors

++Kr*=t*

+-+
TK r* = Àktk

*ï*=*\i=Àkq
ainsl TK - KR et oon] i = *E i* tu' errct ({) enoendre Rn)

f (T) étant, un invarlant de fi, f (t) = e (etre)v e rnatrlce orthogonale
et en partl.culier f (T) = f (r.tff) = f (R) c.«i.f.d.

2. 3. Foncttons isotrones onérant sur lrensenble Ces tenseurs
symétriques du second ordre.

<Thêonène-l (Des foncrions isorropes) : uge foncrion I =t/tfil où fr ct
Y sont des tenseurs slnnétriques du scconC ordre eat une fonctlon isotro-
pe sl et seulement si elle adnet une représentation de ra forrne;

f 4tfu = 6o1 * orfr * ... û;-t f"-1 (ceci dans Rn(e4)

gq_ fçg l,- sont des invariants de fi.

Dérnonetrastion :

a) la condl.tlon (9<l) est suff,isante car alors
dans un repère orthogonaf:,.Blt yÇl = dol + Af *...drr_t Tt-l
dans un autre repère orthogonal Q:

0t ye = dl + el e'r e + 6r. g'*2 et *...1n_t r)t ,t-le.

= 6o | + 6lT' * 62* 2 r... |n-t= F (?,)
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alnsL

etve = r'(a-Tro) c.q. f .d.

b) Ia condltlon (94) est nécessalre. solt Fune fonction isotro;»e et
Y et lt deux tenseurs synétrigues clu second ord,re tels que

Ç *NFl »

Lemte 7.1.== si ?est vecteur propre de fi , Jest égalenent vccteur

Bropre de Y en effet, solt Q la matrice orthogonale falsant correspon-
+->

dre à t le vecteur -È et lalssant Xnvariant tout vecteur orthogonel à
.)
t.

solt T Ia naleur propre de fi corestrnndant â t.
Solt U'un vecteur quelconque dc Rn, 11 peut s'écrlre

+-+++.)
u=Àt+f, aveet.f=oalors

'à - + + +'' '+'++ + +')Tu= À1 t+g avect.gEOr êIteffet; Trr.t=U.Tt=Tu.t

= rtlf[2
pulsque IÏ est qmétrique.

Par ailleurs : tï,t =ltlîÊ * ü.T, r"" deux dernl.ères relatlong
. -)-|

entralosnt blen g.t =O.

a.ü = g1Àt i*il =-rt t.;
->-> .)+

rÇü = r(:-À t+t) = -Àt i+g

aLnsl(CÆ-æ)ü = C) Y u€Rn donc T = 9t 1ç Y T matrice lraage a" il.
Par ailleut"&est isotrope donc en particulier : pulsqoe

Q est orthogonale

QtyQ = r(Qtrç) = F (T) = y ce qui entraine 0{ = YQ

Fosons alors
+->+

Yt-rlt+Bf+.ù+->.)+
QYt = -rl t +B f = YQt = Y (-t) = -Yt;

+=
Ceci rcntre que!r= o et donc çJue t est vecteur propre de {t; c.g.f .d.

Par conséquent; tout repère principal de rtest aussl retrÈre

prtncipal pour Y.

Soient donc (tk) un repère princlpal pour Esètaü*3; et n* les

valeurs prcpres corresponderntes respectives de II et y.
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le r.r t -talors
riïÎ

Lostne î,2 : Sl deux valeurs s de T sont Égales,

n: 4 n- de f sont égales.

En effet, solt Q la matrlce orthogonale telle que

8t.= TIM

+.|ct-r.m "l
++ftt= tf V

un vecteur quelconque de RD

i=rir*IT,

.)
solt u

1f letlmr

QTü -
n

Atltir.l rt, * 
I=, 

,,
1/1
1/m

nlr++ ) v. t-
i=r I J'

/t
/m

=ÀtTm* l"ir- I*
ln

+tatt' +,r .l.t

TQü = rt{.pir . Irr v, tr) = ÀrÇ*yttr*
lm

alnsl rQü ' Orü v ü a" Rn doncT=otTQVT

Irà " "Iît

fials F étant lsotrope on en dédult comme au lemme précédent QyryQ donc 3

-) +'frftt = ntt*
.+èYtr=nrtr,

lrpltquent nl. nm C.Q.f .d.

. Revenons à la dÉmonstratlon du théorème :

solt m I'e norÈre des vareurs propres dlsttnctes dei r ar, tz,... Tr.
Solent 11, r'12, . . . , les vaLeurs propres correspondantes de i.
consldÉrons alors le système des m équatlons l.inéarres

matrlce lmage Oe i,

QYrr.

voTr,

îk ' 0o* 0r .n i ... ôr-t, "l-1 , k - 112, r.r ltl



où les É1 sont les m inconnues;
respondant est un dÉtermlnant de

1 T.
r rl

45.

c'est un système de Cramor car le détermlnant
Vandermonde (cf eours 1er cycle) ._

T1 """"' Ti-'

pc

lli----r-- ---; --+
tlrl

i + +2 ln-1; ;k i'k ------ - - lr
!,rli--- --:------;- --- -1
i : rr Ii i ;z ir-1mmm

= 
H,"r-t1)ror 

r1" rk,ar

hypothèse donc DlO

Ce système admet donc une solutlon unlque ôo,... ôm. Cette solutlon
dÉpend des coefflctents t[ donc de i et oes seconds membres rr* donc de y mate
cor*e ÿ = F(Alr cê14 revlent à dlre que les 0, ne dépendent ctue de T. T et R

étant lel les lmages respectlves de t et Ë dans le même repère prlnclpal.

Consldérons Ie tenseur 0* #, avec somnation en k de 0 à m-i.

o* # ir= ro*r[)T, =nrT* en effet, (ôor... 0m_1 ) est solutton du

système de Cramer précédenment étudié.

Cecl montre que les tenseurs 0,. t "t § ont mêmes dlrectlons prlnclpa-
les at mêmes val.eurs propres, 1ls sont donc égaux et

(95)

avec 0, = Qr(f)l

Reste à montrer que

quê

les Ô, sont effectlvement des lnvarlants

0, - 0r(T) '0rtQtro)= ô1(T') v 0 matrlce orthogonale et

T gtant une fonctlon isotrope, nous savons que Ftqtrql= gtyn=y,.

F(T)= 0o(r), * ôt(T)T + ... ôm-1(T)Tm-1

et donc Y'.F(T,r. ôo(T,)1..* 01(T,)ïr+ ...0m-1(T,) T,o-1

Mats on a encore :

f = oortt { . 0,, (T).t- * . .. * pr-.t (T) tm-1

1=0r... fll-1 .

de f c'est-à-dlre

1=0r.. .llll-1 .

0r d'après (95)

y,.qtyq.0otr),,* 0t

($of fl- ôotf ') )f +

d'où

'-1.0

(T)T' * ... 0r-, tf )1,m-1

. . . 
llor-, 

(r) - om-1 t, r]r:



d,où ôrrrl=0r[t,) car I,T"...T'fr-1
ment lndépendantesi en effet

46.

sont des matrices llnéaire-

Hamllton Cayley n'egt qu'un eas

En effet r

Éxuüce 6 I montrer
alors I, A, ... AD-1

0n s'operçolt alors que ce théorème da
partleuller du thÉorème 7 des fonctlons lsotropes.

que sl une matrlce A possède m valeurspropres dlstlnetes,
sont llnéairement tndépendantes,

Re'a/.q*e l-3 : Le théorème 1 de Hamilton cayley énoncé dans le cas R3 est valable
pour Rn mats alors toute putssance poslttve def s,exprlme cofiînE polynome de degrÉ
n-1 enËet les coefflctents sont fonctlons alors des n lnvarlanta élémentalrEs a"f.

Â
U
i

: f :Ë':::"'u "§::::ï,:"ns 
,e rhé.rème I

. lr É) =ff "rt blen lsotrope.

. Enfln, sl l,on tlent conrpte du théorèma 6, il est clalr que les coefft_
clents Ôt dans (94) ne dépendant que des n lnvarlants 6lénentalres aef .

Le résultat (64) est donc blen une conséquence da (g4).

CONCLUSION . REFERENCES.

Ce cours n'a Jamals eu Ia pr6tentlon d'être exhaustlf gur les tenseursr
rappelons en partlculler que nous nous somflIes IlmltÉs aux cêE dEe baees or-
thogonalesl 11 est donc nécessalre de slgnaler quel,'1ues références slmples pour cBUx
qul atmeralent, ou auratent besoin par la sulte, d'avolr quelques connalssanceg BUr
le cas général, c'est cB gus nous faisons à Ia fln de cette concluslon.

Le contanu des chapltres précédents a été cholsl en vue d,une lnltlatlon
à certalnes néthodes de carcul et des appllcations qui seront rencontrées dans le
cours de la maltrlse en physlque et en Mécanlque.

J. BASS : cours de mathématlques, tome 1, lvlasson et Cle, paris ig64,

LICHNERoIdICZ : Eléments de calcul tensoriel. (collectlon Armand Colln, parls ig50r


