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NOTIONS SUR LES TENSEURS CARTESTENS.,

INTRODUCTION. GENERALITES. RAPPELS,

Irtroduction.

La notion de tenseur est fondamentale en mcanique. La théorie générale
des tenseurs est assez complexe mais elle devient extrémement simple #i 1'en se
restreint i ne considérer que des repéres orthonormés, on a alors des tenseurs
carté€siens. Nous nous pPlacerons ici dans ce cadre simplifié parce qu'il sera suffi-
sant pour la théorie mathématique &lémentaire des milieux déformables et parce qu'il
nous permettra ainsi d'introduire *des ‘techniques de calculs assez utiles,

trie Fuclidienne affine de dimension 3 dont 1les €léments sont des points cerrespon-
dants & la notion physique de lieu ou position, A& correspond l'espace vectoriel
Euclidien E de dimension 3 par 1'application® x&»g qui 3 deux points P et Q @e ¢
associe le vecteur X=PQ de E tel que PQ = -QP et PQ= PM+MQ,

E  est un espace vectoriel de dimension finie 3, sur le corps des réels, muni d'un

Produit scalaire, c'est-8-dire, d'une forme bilinéaire symétrique dont la forme

Quadratique assocife est définie positive.

A tout corre X, Y € E on associe X.YER tel que :

(1) (aX + bY).Z = a(X.z) + v(Y.z) V ZE€ E; a,b ¢ R
(2) X.Y= Y.X
(3) X.X2 0; X.X = 0w—p X=0

Considérons une base orthonormée de E : s ey ey c'est-3-dire que

(4) ej e = Gij
1 si i=j
(5) Gij symbole de Kronecker = 0 si i
V X¢E, 3 X, ,xe,x3 € R tels que
(6) X = X, + Xpe, + Xye, = X;e:,

N ——



2.

en faisait ici 1a convention de 1'indice muet ¢ selon cette convention, lorsqu'un

indice est répété deux fois dans un- monome, ce mondme doit &tre en fait remplacé

par la somme de tous les termes obtenus en donnant 3 cet indice successivement les

valeurs 1, 2, 3 (1 32¢4v.,n3 dans le cas d'un espace 4 n dimensions) dans ce mondme.

L'indice i dans (6) est appelé muet car la lettre qui le représente n'a aucune

t . f B .e, = .
importance. En effet xle1 xkek

Les x; sont appelés composantes de X dans la base (e.).

Le produit scalaire de l'espace vectoriel Euclidien E est alors défini par

(7) X.Y = X, = Xy, * Xy, + x3y3

Cette opération est lindaire en Y et dépend de X (o inversement). Si nous

posons :
(8) £Lx] (Y) =

& [X] est une forme lingaire sur T donc
(9) £ K¢ dual ae &

(10) B = ensemble des formes linéaires sur E (applications linfaires

de E dans son corps R).

Proposition 1 : & est un isomorphisme de E sur EX

Démonstration :

fest linfaire; en effet ¥ x, Y,Z€ Eet Va, beR,

& [aX + Y] (2)= (aX + bY).Z = a(X.2)+b(Y.2) = al{xX] (z)+ L[] (z)

.Lest injectif car, i [X]=f[¥] cela suppose
=Y.2Z ¥Z€E soit (x-Y).2=0 ¥ 2 € E
en particulier (X-Y).(X-Y)=0 soit X=Y d'aprés (3)
.aeest surjectif : 3 f¢ E* associons X= f(ei)eie E; i1 suffit de vérifier que

£(Y)=L[X] (V)=x.Y ¥ veE

or f(Y) = f(yiei) = yif(ei) = yixi =YX = X.Y c.q.f.d,



3.

Remanque 1 : 1La proposition 1 nous permet d'identifier E 3 son dual E* Tout
€1ément X de E, c'est-i-dire tout vecteur, peut &tre considéré comme une applica-

tion lintaire qui 3 tout vecteur Y€ F associe un scalaire :

(11) S =X.Y =x.y.

Rﬁﬂﬁﬁﬂ“e 2 : Supposons un instant que la base ne soit pas orthonormée; alors

(12) ®j+ €5 = 85 # Gij

(gij) est seulement symétriqﬁe et ééfinie positive car ei.ej = ej.ei et si

1l'on a

(13) X = xlei, alors d'aprés (3), on doit avoir

X.X = x'y g% 0 ¥XEE et 8 'y = 06 x=0

Notons que :
(14) Xee. = X" g.. = x, # x

ainsi un vecteur X € E a, dans le cas d'une base (ei) non orthonormée deux suites
de composantes :

les composantes contravariantes x1
les composantes covariantes xi.
81 1'on pose
(15) XY =g xy = xy? =L [ (v),

. o ~ e, . ~ x P
jiest encore un isomorphisme de E sur EX 4 condition d'associer 3 f € E" 1'élément
de E défini par

(16) x’j = gijf(ei) . Xr &V F 5F

ol (g J) est la matrice inverse de (g ) qui existe puisque (815) est définie posi-
tive. On a bien alors ¥ Y¢ E )

(17) £(0)= tly'e;)= y'r(e, )= vt g5 = &y’ =2 (1),



La base el= glJej est appelée base réciproque des (ei) et

i i
(18) X =x'e. = x.e
i i
on peut ainsi apprécier 1a simplification apportée par 1a considération de bases

i . . %
orthonormées : g, ., g sont alors des matrices unités, les bases e; et e” sont

position des indices importe peu. Dans cette identification, on perd la possibi-
1lité de distinguer 1a nature algébrique de certaines grandeurs, mais dans la ma-
jorité des questions de mécanique cet inconvénient est mineur en comparaison de

1'avantage apporté par la simplification d'écriture.
E?ma&.ue 3 : sur 1'utilisation de 14 convention de 1'indice muet.

- Un indice non muet est dit franc; par exemple dans

X, = aij yj, i est franc et J est muet, on a encore

+ I1 faut toujours brendre soin de désigner un indice muet par une lettre

différente de celles utilisfes pour les indices franecs.

. 81 dans la formule précédente on a yi= bijzi’ on pourra &crire

x; = aij bjkzk, car évidemment, deux indices muets intervenant dans le méme mond-

me doivent nécessairement 8tre désignés par deux lettres différentes et différen-

tes également des lettres utilisées pour les indices francs.

« I1 faut que 1la dimension de 1l'espace sur lequel on travaille soit

claire; par exemple :

dans R2 E .. =2 car i =1,2

11

n
: §.. =n
i1

dans R

. : . ) _ o
I1 arrivera enfin qu'il ne faille pas sommer Sur les indices répétés
“..r3, oOn soulignera 1le couple d'indicesqui ne comptera que pour un indice:

Par exemple si X1s Xy, X3 » forment un systime de coordonnées curvilignes ortho-

e el

gonales, X1, X2’ X3 Etant les coordonnées dans un triddre cartésien fixe on a
X,= X1(x1,x2,x3)

(19) M(x1 ’x2’x3) = X2= Xe(x1 ’x2’x3)

X, X3(x1,x2,x3)



W

Le repére local se définit alors nar

- -> BM / 8M _ |oM
(20) = 5 / ax et nous poserons h, = %,
en coordonnées cylindriques par exemple on a
Xy =r, g =T cos 6, . h1 =1 ; X3 A ;
X, = e, X, = r sin 6, h2 =r 3
= X X, = h, = 1 R -
B 37 %3 3= 3,
!
fn & X
L'€lément de longueur est obtenu par ////<::;:j~———7——> 2
- P 6 ThlLA
> M M .y . N T
1 = X, dx. e. = h. dx. e. d'ol
axi i 3x 11 iii
2 _ |2 _,2.,2.,.2.2 o 2
(@s)® = |aM|“ = hy dx{ + hj dx; + hy dx3

soit dans le cas cylindrique
(as)? = (ar)? + r2(de)2 + (dx3)2

Ch-ngcement de repére orthonormal dans R3.

3.1. Construction de la matrice de passage. Il s'agit de calculer les composan-
tez d'un vecteur ¥ de R3 par rapnort i un repére orthonormé (e') lorsaue 1l'on
connalt les composantes de ce méme vecteur dans un autre repére orthonormé (e 13

ces deux repéres ayant méme origine.

Nous avons

e! = cos (2 e!)e, + cos (e,, e!) o, + cos (25,6}) &, = cos (2. el) e,
i 12 B0 2 71’ T2 3717 73 IR Sl

<3 > -’V
51 nous posons Q;; = cos (ei, ej) alors

el = ] e

i° 54 %y

(21) .
e eJ- = q,ji ei




6.

Soit done Q 1a matrice de composantes nij’ c'est la matrice dont 1la
.eme - .8 >
i colonne est formée des comrosantes du i M€  vocteyur e! de la nouvelle
base dans 1l'ancienne. Q est appelée matrice de passage (c'est une questien

. . . . 5 ;
de convention,on awratxt pu choisir Q7 transnosée de Q, comme matrice de nas-

sage).
- > ey
Soient xi les composantes de X dans le repére (Zi)
->
' " " f " " ]
x} (ei)
-5 ->
3 = xle! = x'q.. ! '
= 585 = xle! 1%13 qupl d'ol
X. = ce X!
i~ %X
(22)
L. 8
x 3i%;

3.2. Propriétés de la matrice de prassage.,

a) Q est inversibleé Q-1=®ti les yggteg§§_ligngs sont_orthonormés entre

—~——_—-—---—~——- e el —— . -

eux_ainsi que les Yecteurs colonnes.

- .—_-—————-—1_——-—_—

En effet, les relations (22) traduisent = X' et X' = QtX si 1'on

désigne par X 1a matrice colonne (xi) et X' la matrice colonne x{;d'oﬁ :
X= X' = Q0% et done

t_ s -
(23) Q"= 1 soit  q., 05 = 515

. . & .€me
qil et qjl &tant respectivement les composantes du i°"e et du j vecteur
ligne de Q, 9%, qil est le produit scalaire de 1'un par l'autre; il est nul

si i#j (d'od 1'orthogonalité) et fgal 3 1 si i=j (d'od 1a normalisation).

De méme X'= OtX = QtQX' entralne

(24) % = I soit

d'ol 1'orthonormalitg des vecteurs colonnes de 0,



Enfin (23) et (24) impliquent bien

(25) Al =0

by el €=+ 1 (26)
Fn effet : det (Q0%) = det(I) = 1
det (0.9 = det 0 det o = (det )= c.q.f.d.

car det @ = det nF
- a2 ‘ . ~ +v =» . P
semacyl 4 ¢ si les deux systdmes (ei) et(e{) sont pris dans le méme sens,

det Q=1, la rosrice Q est dite orthonormale.

3.3 Troensformation 4'une matrice dans un changement de repére orthonormé.

||li.’-.-ll-<l'Il.'llll‘.ill....!lt.l..l‘.'..0!.0l.l.l'l..!l..l..ltl..l

o

53¢t M 1'image dans (gi) d'un opérateur linéaireTQet M' son

. >
irame Jdanmg (ei),

. > . -+ >
Solcnt X un vecteur d'images X dans (ei) et X' dans (e{)

- > i

Y le transfc 'mé de X par'TQ’d'image Y dans (ei) et Y!' dans\%)
alors Y=M{, Y= QY', X = ox'
d'od QL= MOX',  Y'= o~ moxe
€01t en teasul compte de (25) : y'= OtMQX' ce qui implique
(27) Lo =0ty ) 1

L

Caci est valable encore dans Rq

Remangqro b

e c— .

Un sczlaire peut &tre défini comme une grandeur caractérisée par un

nembre qui ne dépend pes du systéme de coordonnées.

a . 5 . n

De la m3ne manidre, on peut d&finir un vecteur de R™ comme une grandeur

carectérisés dans un renére cartésien donnéd par n nombres (u1, Usseens un) et qui
dans un changement de base orthonormal de matrice Q = (qij)’ deviennent

(u%,..., uﬁ) tels cue

(28) | u




° -

1 -

(29) t!, = q

TENSEURS.

Définitions d'un tenseur du second ordre.

A partir des remarques 11 ot 5,0n peut envisager une genorallsatlon de la
notion de vecteur en 1ntrodulsant le tenseur du second ordre dont on peut denner
cdeux définitions équivalentes.

_”‘w" 44 1. Un tenseur du secord ordre T est une grandeur définie dans une base
de R par n2 nombres tij gui, dans un changement de base orthonormal Q= o*ij) de-

viernent :

.q .4
ij el m) em

-/;.,,,'t,:gm 9 Un tenseur du second ordre TT est un opérateur linéaire qui & teut

vecteur Y de R® associe un vecteur V de ce méme esnace

V=17

Jinanque 6 : de par ces définitions, neus voyons qu'un';tenseur'du second ordre T
" s . n 2 Mo
est déterminé de fagon unique dans R" 81 on connalit les n nombres tij tels que

= 5
e = t5; e

= > =
On a alors : T Y =Ty. Y3 ..

, . =t, » ainsi
i~i jivd vj

12 sachant que t'J = Qyia.:t

t !
e yJ

montrons que V = ‘]’gr Y est bien un vecteur de R" au sens de la remarque 5 ;

. i > -+
'd'aprés (30) vi= tisys et vi=t!. y! dans les bases (ei) et (ei')

1 7] 1 1379



9.

donc v! =
i

94 qm§ tlm qu Yp

Y4 émp tlm yp

d'aprés (23)
= a5 tlp yp = 93 Vi c.q.f.d4;

enfin, la lindarité de 1'opération v, = tii ¥; est Evidente

2—*1 Soit T  un opérateur linfaire sur R

- , . R
= i) =t.. y. : ! = ¢!
T Y entraine v, tlJ ¥; dans (el) et v! tlJ y dans (e );

:" e2it.par ailleurs d'aprés (28) que‘ Vi =, v et y; = Uiy yﬁ

wse CERY v&_= t.: q

.;Ltiplio?s les deux membres de cette égalité par qip et sommons en i
Up U1 V1 = Oy b5 a5 vp

3018 § ''=v! = q. ; ..oy ! '
v pl V1 vp q1p qam tlJ m = tpm Y

*om = %ip Y5m by
Les n2 nombres t j se transforment bien dans le changement de base Q eomme

n&3 composantes d'un tenseur du second ordre. La relation (29) est appelée critére
‘e tensorialité .

- B)ois TIN”"C" entre tenseur du second ordre et matrice carrée.

Un vecteur et un tenseur du second ordre sont en tant ga'opérateurs
+-I. remarque 1 et définition 2) des grandeurs intrinséques ayant une existence in-
tpzndante de tont repdre.

Une matrice carrée est un tableau de n2 nombres, image d'un opérateur 1iné-

alre sur R 3 NOus savons bien que ce tableau dépend essentiellement du repdre choisi,

Une matrice carrée nxn peut &tre considérée comme 1l'image dans un certain
*¢ d'un tenseur du second ordre de R" exactement comme une colonne de n eomposan-

e 7% Btre considérée comme 1'image dans un certain repére d'un vecteur de R



1o
Un tenseur du second ordre, &tre intrinséque que nous
noterons par une lettre Lajuscule avec double barre I, est représenté
> 3 - + '+ - :
orthonormés différents (ei), (ei') » Te€Spectivement par deux matrices
que nous noterons pPar une lettre majuscule simple T et 7 et, si 0O eost

la matrice de Passage, nous avons d'aprés (27).

3 - Espace vectoriel des tenseurs du second ordre.

La donnée de 2 vecteurs 2 et ¥ de E permet de définir un tenseur

par l'application lindaire

) - > > 5> >

(31) Y——— 3(5,%) =V de =" dans "
. ) . >

soit Vi = aibjyj = tijyj dans la base (ei)

-> ->
Ce produit est éviderment linéaire par rapport & 4 et & B. Les produits-
tensoriels de deux vecteurs forment un Sous-ensemble de l'espace vectoriel
N ] , 3 2 . ,
des tenseu:s du second ordre, espace & 9 dirensions sur n s (ou n” dinmensions

n ’ ; . <1< 2 .
sur R'), qui contient en particulier 1l.s 9 €léments (resp. n ¢élénments)
> >
e, e,
1 J
qui sont linéairement indépendants dans l'espace des tenseurs du sccond

ordre ; (les composantes de gi 3 ;j sont toutes nulles & part la cormo-
sante ij qui est €qalo a 1), L'espace des combinaisons linéaires de ro-
duits tensoriels de 2 vecteurs est done identique & l'espace des tenseurs
du second ordre dont les 2; 8 25 forment donc une base. Un tenseur du
second ordre quelconque peut donc s'écrire

> >
(33) II= tij e, 3 ej

4) Forme bilinéaire associée 3 un tenseur du second ordre.

& tout tenseur du second ordre, on peut associer la forme bilinéaire

T 22 -'EI.I-_)
(X,¥) = Y = Xt vy = 5 % ¥y
> >
et tiy = ?(ei.ej)



C;ciproquement, i toute forme bilindaire op peut associer up tenseur dy second

Crire en Dosant

vooo > - -> ->
tlJ t(“i’ej) quli €1 3 em) 93 W C(el,e )= ql'qmjtl
Qs qr. - > _ Wt -Cey '->->_ t&,zt_ .
+ ©1 1'ca pose Z(ei,ej) = jjji 7alors 7(X,Y)= X ¥5 tu..«l(oll 2Y;

Pl

cu virifie 2isZment que ce nouve]l é‘tre--ma.thématiq_ue"H't est un tenseur; op 1'appelle
troncposd qe T, ' '

= R = =t
Un tenseur T sur R est dit symétrique oy autoadjoint si 1 = T, clest-3-

S,
= tij

<&ihegi +.

ij = tji' La forme bilinéaire associée est alors symétrique,

* Maraayeea '6::3 By
2 220s d'ordre Supérieur,

S —

Lous nouvons encore généraliser les notiong précédentes et nous obtenons
izs deuny définitions équivalentes saivantes,

Ay
AL 2+ Un tenseur d'ordre n sur RB est un €nsemble de nn’nombres t. .

—ln e 1.1, ...1
1 ar sy

(ik Rokvant prendre les n Premiéres valeurs entiéres) qui, dans un_changement“de

rerdre Q daviendront

! 1,59 5 eeeq. .t . .
J1dpeeedy Ty 250, tmim  tqipe.ld

kL m

4 .
i i s S

g n
vectour de RY £ait correspondre un tenseur d'ordre m-1 sur R,

Un_tenseur d'ordre m syr RR est une application linéaire qui 3 tout

. Comme p?écédemment, On peut montrer 1 equivalence de ces deux définitions et cons-

) -+ > +,,_ i i "
Laler que m Vecteurs A A2 ceuy Am définissent un tenseur d'ordre m par l'applica-

on



12,

i nsbers

=m e -
e >
o= {xjafzﬁ el @ Km ce tenseur
€3t cisir que \"éicss "éi ...@e ) (i,€{1,2,...n}), est une base pour 1'esrace
1 2

vectoriel de dimension n des tenseurs d'ordre m sur Rn tout €1lément de cet espace

n2ut done g! écrire :

N

- > -
. i ® ©: e
1112|n-1m 11 12 ce e ® m

A vhegue Cenzeyr d'ordre m on peut. associer la forme m~linéaire

o~

TN
7 + o >
"_j';') ti x ='U(e. - ,oonei )

¢) opePAEI M eur Tey tenseurs.
y RES

e rime ordre, addition et multiplication par

Zantr des o*y’*“a.‘:lcns sur l'ensemble de tous

les tenseurs,
i Produid tensoriel,
=m > -> ->
Vo' e T = ¢, i i 5 ®e .9 €; un tenseur d'ordre m
o 2'° ' m 1 2 m
S > -
gL L1r-s. . . 3.®e. +++®e. un tenseur d'ordre q
J1J2"'Jq 1 2 Jq
FTas poreions paw définition :
; = =q -+ -+ +>
:3/ .H- ® $=ti . i ]- . . ei® ...@e- er ...er
4 112I‘. [ 1J200.Jq m 1 q
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r11 est clair qQue le résultat ge l'opération est un tenseur d'ordre m+q
=m-+ q

> >
P =tii i sl i e.a...aei
172°"'m 1y m+q 1 m+q

de CcCnipCzuntes

-
= . , , dans la base (e.)
1'..11‘1‘1"'0_ 11ooolm Stﬂ“tﬁb“m_‘? 1

do. . P i . . n
b Py iy déerivant 1l'ensemble des D premiers entiers Pulsque nous sommes dans R .

Y624 Contraction,

S0 000 vc0000

« 7o simnle contraction sur deux indices d'up tenseur est 1°

¢ jrendre toujours ces deux

Lilés obtenues ainsi

opération qui consiste

/
indices-égaux est A faire la so

mne de toutes les possi-

=5
la contraction syr les 28me et 33me indices des composantes t de T

iMim ¥ ooy toeen t,

Li Tedse

ur B obtenu est d'ordre 5-2=3,

. Une g1

'ple contraction Sur un tenseur diminye son ordre de 2, On peut envisager
viusieurs ¢contractions en précisant 3 chaque fois
:28_indle

es n'étant pag nécessairement voisins,

Sur les indices 2-3 et 1,5 conduit 3 un ve

Sur quels indices elle g lieu,
Par exemple, 1a double contraction
cteur de composantes

de T

% Y5508 T siqg

“retuLL ] : On vérifiers que 1'

opération contraction ne dépend pas du repére :
€l-a-dire que si t..

' & I
ijk1m et tijklm sont les composantes du méme tenseur dans
. -> ->
ToOTr3ras i ' & % .'-- i 4
“opires (01) et (ei) alors, tlJqu et tlJJlmsont bien les composantes S:1m €t

. =3
3£1r du mére tenseur g,

.3 Produits contracté

.
® e s s 00 ®®0 00000,

~opérations précédentes :
¢ tensoriel et contraction,
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Scient par €xempleg Cijkl et dijk les composantes réspectives dans le méme
. s o . : . =

vepere di: € et D3. Le produit une fois contracté 3.6 de fh par 53 est obtenu
conine suit

« Produit tensoriel : -I=$hQ9 53
=g ®1jkimp = Cijp1 %np

+ Contraction 3.6 : sijlmp = tijklmkp = Cijkl dmkp
soit §

£ - produit une fois contracté 3.6 de 5h et 53.

Le produit 3 foisg cbntracté 1.4, 2.7, 3.6 aurait conduit au vecteur de com-

nicantes

11 d&coule de ce qui précé

"m = Cikime; = Cyspg ke 5

de que le produit k fois contracté d'un tenseur

Aerdre p mar un tenseur d'ordre Q est un tenseur d'ordre ptq-2k,

Ln peut enfin effectuer toutes ces opérations sur plus de deux tenseurs :

ermple

Avece

i = /EE@ f@?@ﬂ

=4

=5
3" de composantes S.

@3 de composantes pj

= b e S
A2, X, ¥, &3

de composante

k1™ % 5kimim

L6 .bilza d'autres tenseurs encore.

on peut obtenir

s tijl] p= aijxkylbmnp (produit tensoriel)

ijkln ™ tijklmnm = aijxkylbmnm (produit contracté 5.7),

= 85;% Y b (Produit contracté 5.7 et 1.6),

eriigue 6 : Le produit classique de deux matrices corresrond en fait au produit
tensoriel une foig contracté sur les indices intermédiaires des deux tenseurs
su'elles représentent dans 1le repére donné : C.. =

L'opération classi

que 4'

’

1j 8':'lelj'

un tenseur sur un vecteur est le produit une fois

tranté, toujours sur les indices intermédiaires, du tenseur sur 1le vecteur:
=y Q) J

(V4

o,
4

viztijyj ou

<)

24 - ( ~
r = b \ 5"7

S

(3 5 3
= 2 Okew] T yy S(eg) -

< Bl A

55 S5 el

Enrin, le produit scalaire de deux vecteurs est le produit contracté de ces

deux vecteurs

>y
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UX -EXEVPLES '€ TENSEURS UTILES DANS IES CALCULS.

1 = Tenseurs unité ou tenseurs de Kronecker.

On appelle tenseur unit& d'ordre 2, 1'opérateur identité qui fait eerrespon-

dre d tout vecteur Y de R” le méme vecteur Y ; ainsi on doit avoir yi= ts.y: ce

17
qui entraine tij = dij

Le tenseur unité est donc défini par

= T
(39) T = 6ij eiO e,j = ei@ ei

Le teaseuwr unité a les mémes composantes dans tous les repéres.

.

= = Zeaseur d'orientation ol tenseur alterné fondamental.

2.1. Introduction et définition.

it T [%3 |
Soit V un vecteur defR .l

> :
Soit nb 1'opérateur linaire qui 3 tout vectewr X de R3 associe le vecteur
XAV 3 ﬂ; est un tenseur du second ordre d'aprds 1la définition 2

>

(40) X = XAV - (‘iﬁ)i =

=i
e

t..x.
13

Soit maintenant § l'opérateur lindaire qui A tout vecteur V de R3 associe
le tenseur ‘n" & est par la définition 2 un tenseur du troisiéme ordre :

= - 53.).
(41) -ﬂ;] = g Vv, tij = Eijk Vk

= -~ o ' P4
Calculons les composantes du tenseur 'H; dans un repére (ei) donné:

r

v3x2 - V2x3

>y
>
<v
u

1~ 3%+ VyX3

V2¥1 T V%
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d'ol
0 v3 e
Ty= V3 0 vy |» matrice image de'ﬁ% dans (;i)
Vs, v, 0

(41) nous permet d'derire un systéme linéaire de 9 identités pour déterminer

N 3
les Eijk’ VVde R,
= y = = =
S111 V1 Y Sp Yt €y V3 =0 d'ol e, =g, Byyg = 0
- n - =
©121 V1 * E1pp Vo * €13 V3 = vy €121 T €100 = 05 €455 =1
+ =- " = =0 =-
©131 V1 * €430 Vo * €433 V3 =, €131 T €133 = 01 €13, =1
- L] - = . S
€211 V1 ¥ Ep1p Vo *+ €543 vy =V €211 = €15 = 05 €53 =-1
= " = = =
€221 V4 * Eppp Vo * €553 V3 = 0 €021 = €ppp = €553 = 0
= " = = 0: =
€231 V1 * o3p Vp * €33 V3 = v, €230 ¥ €233 = 05 €3y =1
= " = = =
€311 V1 * €310 Vo * €513 V3 = v, €311 ¥ €313 = 0 €54, =1
" - - . -
€321 V1 * 300 Vp * €355 V3 -V, €300 T €393 = 0: €55 =-1
= " = = =
€331 V1 * €330 Vo * €333 V3 = 0 €337 = €335 T €333 = 0
) 23
On peut donec définir les composantes du tenseur § de la manidre
suivante
1 si i,j,k est une permutation paire de 1,2,3
(42) eijk = y-1 si i,j,k est une permutation impaire de 1,2,3
0 si un méme indice est répété

2.2 Relations importantes.

@09 00ccser 00000000000

Fn groupant (40) et (41) on obtient

> >
(43) XAV = eijk X
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d'ol le produit mixte

(46) (X, ¥, 7) =% (YAZ) = ¢. . X,¥ ;2

O
Si 1'on se souvient que le déterminant d'une matrice A de composantes aij

est €gal au produit mixte de ses trois vecteurs colonnes (ou vecteurs lignes)

pris 3 une permutation prés dans 1'ordre 1,2,3 on aura :
9

~
éme > >
Le p vecteur colonne &étant u(p) 2a;, e

(47) €mn det A = ik i1 %5 %n

Soit is le vecteur symbolique "nabla" de composantes 3x. » hous savons
alors que : A

> 9
rot V.= V/\V = Eijk 'é-;('; ﬁ’

v,

. én convenant d'écrire 3%, - % i on a finalement :
x b1

B
(48) rot V = eijk xE,j

>
e

Vérifions maintenant que

Gil éim ain
(49) eijk € = 48 551 55m 53n
8 s 8

kl km kn

en effet, si 2 indices sont égaux sur le méme € (exemple i=j sans sommation)
alors le tableau & 2 lignes ol 2 colonnes égales, le déterminent est donc nul.
Permuter 2 indices sur le méme € revient 3 échanger deux lignes ou deux colonnes
du tableau et donc 3 changer le signe du déterminant. T1 suffit donc de vérifier

la formule pour une seule position d'indice soit :

€ =det(Q) = 1 c.a.f.d.
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De (49), nous déduisons aisZment

(50) “ijk Simn = S5, 6 - S5 Sm
en effet :
ol if
Sii Sim S5p )
eijk €imn = det Gji Gjm Gjn » en développant par exemple
U Sem  Sin

par la régle de Sarrus, Eompte tenu du fait que Gii =3 :

.
(Y}
]

3 (9, -6..(8 -5, 8. )

Z&jk imn jm akn' Gjn ka) Jji‘im Gkn' Gln km)+6 ; (6 1m Jn Tin"jm

3 (Sjm dkn- 5jn 6km) —Gjm 6kn +Gjn 6km+ ka Gjn- skn ajm

Gjm Gkn_ 6jn ka c-q.f.do

A partir de (50) nous obtenons

(51) € 5k %in ™ 2 6, i

en effet H eijk €ijn = 655 Gkn- 6' 6- = 3 6

jn %jk kn~ Sxn = 2 Sen

Enfin (51) implique puisque Gkk= 3

(52) , dijk éijk =6

De 18, en multipliant (47) par €1mn €t en  sommant en 1, m, n - -
svivant le convention, on obtient gréce 3 (52): 6 det A = elmneijk ailajmakn

(53) det A=Ze

ijk ®1mn 21 %j5p %,

I1 sera pratique aussi d'avoir une écriture maniable de 1'inverse
d'une matrice, Posons donc B=A_1 en supposant évidemment det A0

P55 &k = Sy
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ce qui peut s'dcrire d'aprés (51) :

det A
2b. . . = €, € P ALY
‘le aJk ipq kpa det A

(1'idée du calcul consiste 3 isoler bii 1 gauche et donc & faire apparaltre

aij i droite pour qu'une mise en facteur soit rossible),

A=ceg. .
or, ekpq det eglm aJk alp amq

done gbij ajk det A =‘€ipq Ejlm ajk alp amq,

(i1 n'est pas question de simplifier par T 1 cause de la sommation en j)

ainsi (2biJ. det A - eipq ejlm 21 amq)ajk=0 Vi et Vk

Pour i fix€, cette relation est de 1la forme,
. €
ajkvj=0 soit AV=0 en posant,

V.= 2b.. det A- €i

J 1 Pa ejlm alpamq

Comme det A #0, cela implique : v.=0 soit
A V=< J.

2bij det A= Eipq ejlm alp amq et done

-1y 1
(54) (A )ij- 2detA E:.jlmeipq ? 4p®mq

Remangue 7 : I1 est irtéressant de savoir comment se comporte le tenseur

A 6ijk gim ;J.w -e;k dans un changement de base orthonormée Q.

->
Dans la base (e{), ses composantes sont

'apré ! = q..q. vy S :
d'aprés (L7) elmn q1lqamqkn Ele elmn det Q;

la matrice Q étant orthogonale on a : detQ = + 1, cf(26)
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On obtient donc €! = € si det0=1, c'est-i-dire 31 la base (e )
lmn mn

- -~
d meme orientatio a base ) 1 £ = -€ si e 3 une orien-
2 n que 1 (el), mais €1 - ( 1]
tation différente. Ainsi Eijk représente des composantes d'un tenseur dans
‘ - : 5 . =3
toutes les bases orthonormées ayant méme orientation. On dirs que £ n'est

qu'un pseudo-tenseur. Cela vient du fait que i/\? n'est qu'un pseudo-vecteur

obtenu 3 partir de deux vecteurs de R par une opération non tensorielle.

2.3. Condition nécessaire et suffisante rour au'un tenseur soit svmétrique.

o-o..on.a..-.o-..otnn--o.-.-.oc.lt'oolo--.ooo.on.ouocoouo‘.ootloooool
3

D'aprds le raragraphe 4, un tenscur V'est dit symétrique si ses com-

posantes tij~tji' Nous allons montrer que :

(55) T symétrique ¢=——== €5 5k%15™0

En effet :
. Supposons t..=t.. alors,
1y Ji

i3k ti5 €igx tyi0

mais les indices i et J sont muets, on peut donc échanger leur nom :

ik %15% Sjixtii = T Cigxtip < - €ijktij = €ijxti50

. Supposons =0, alors,

Jk ij
C1mk®35%81570% (B150057 8158mi 1045 tin~tm c.q.f.d.
2.4k, Ecriture rapide de quelques identit@s.

Exercice .2 : En notant que grad¢= - 23 e , div = a; etAd= ¢, 33 retrouver
’
en utilisant les notations et pronrlctes ci-dessus 1les 1dent1tes c1a581qu‘.3
div (A¢)
->
rot (Ad)
. > 5>
div (AAB)
div (rot A)
rot (grad &)
div (grad ¢)
—_— ——
rot (rot A)
) -
rot AAA
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IV - DIRECTIONS PRINCIPALES ET VALEURS PROPRES D'UN TENSEUR D'ORDRE 2. INVARIANTS
ELEMENTAIRES,

1 - Cas général.

On cherche V ¥ 0 et A scalaire associé tels que

-

(56) TV = AV

Si).et V conviennent, A et KV conviennent encore (k, scalaire arbitraire),
kV est appelé vecteur propre ou direction principale de IF

A  est la valeur propre correspondante.
La relation (56) s'écrit encore

(-H=. -Ai] -\7 = Dp

c'est un systéme linéaire : det (T -Xﬂ] det(T-A1) ol T est la matrice image

de T dans un repére orthonormé quelcongue, car toutes les matrices images d'un

méme tenseur ont méme déterminant : det T'= det(QtTQ)=(detQ)2 detT = detT,

Si det(T -A) # 0, V=0 est la seule solution de (58); 11 n'yv a donc ni

direction principale, ni valeur propre.
Les solutions acceptables de (56) sont donc caractérisées par :

det['ﬂz)\ihﬂ

Nous savons que le premier membre de cette relation est un polyn6me An

troisiéme degré en A appelé polyndme caractéristique. Posons :

gy .,
(s8) det(T =M= -2 +7 A%- TA +T,

Definition 5. Les coefficients Ty» T, €t T3 du polyndme caractéristique deT

(indépendant du repére choici) sont appelés invariants élémentaires deT .

-»>
« Calculons ces invariants; d'aprés (53) nous avons dans un repére (ei)

dettﬂ'-)\'ﬂ]- (ty,- Adil)(* - A8 1 by Aéknl

% €13k €1mn “jm jm

d'ol par identification :

1
T3 * 5 €13k €1mn 11 tym tkn

(58) T, = det T
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_ 1
T—BE

2 i3k C1mn Cyrtynten * ty) % im trn *t11tgm Skl

tous les indices étant muets, nous voyons que T2 est la somme de trois termes ]l
gues tels que :

1 1 L e
5%k €1mn O11tymbkn = B €13k Cimn®jnSkn SOit d'aprés (50)

= 1 - [P
= E'(éjm Gkn djn ka) tjmtkn d'od en multipliant par 3

1 , .
(59) T2 =5 [tjjtkk tjktkj)_ ; de méme enfin :

3
T3¢

=] )
1 ijkelmn.tilajmékn = E'eijkeljk til soit d'aprés (51)

=ailtil et donc

(60) 2 tii= trace de T

g

T

Remangue 9 : Nous ne pouvons, dans le cas général affirmer que le polym8me caracté¢
ristique aura des racines réelles mais, les tenseurs rencontrés en mécanique étant

souvent symétriques, nous nous contenterons de 1'étude des solutions dans ce cas.

Cas des tenseurs symétriques (ou autoadjoints),

Proposition 2 : un tenseur symétrique sur R" posséde n valeurs propres réelles; a

deux valeurs propres distinctes correspondent deux directions principales orthogona-

les,

Démonstration :

a) Soit X une valeur propre et V un vecteur propre associé. Si A est racine du poly-

= -+
néme caractéristique, il en est de mdme de X de méme V = Viei vecteur propre assnni#

a A implique V¥ Vie; estwecteur propre associé a X car

. S

oy 80 g X -— =

= i ."A- d'ol
tijvj Avi implique tijVJ Vi

&

(e1) tijvjvi = Avivi et

(62) tijvjvi = Avivi
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Les premiers membrea de (81) et (62) étant €gaux, gréce & la symétrie
de T , nous avons (A- 1) 'Vl soit puisque V # O
= A& réel

b) Soient A1# Az deux valeurs propres de T et V(1) et U[ZJ deux vecteurs propres

gui leur soient respectivement associées, nous avons :

1) _ (1)
(63) tiJ VJ = A1Vi

2) 0 (2)
(64) tiJ vJ = AZVi

de 1& nous tirons :

(@2, 1y @, 1)

tigvy vy Vi Yy Bt oty Ty 21 VY4
Soit, gréace a 1a symétrie de I
A=, VTR e A,V TR ¢ g,

Déginition 6 : on appelle multiplizité d'une valeur Fropre, le nombre dr vecteurs

propres linéairement indépendants qui iui sont associés (ol encore la dimensioin ce

Son_espace propre)

Remangue 10 : La multiplicité d'une valeur nropre ne doit pas en général &t.c

confondue avec son ordrg en tant que racine du polyndme caractéristique.

Proposition 3 Lans le cas d'un *enseur symétrigue, la multiplicité de chaque valeur

Py

propre est égale & 1'ordre de la racine correspondante du polyndme caractéristique.

(Nous ne démontrerons pas ici cette proposition).

. Conollaine 2.3 : 3 un terseur symétrigue corrgspond toujours au moins un repere

e

o a—

principal orthogonal dans lequel il s'exprime par une matrice diagonale. Les valeucs

propres constituent alors les éléments de la dlagonale et les vecteurs de base ~on-

directions principal €5, In nde ooy 0,0,y 4,/ 5 AL Ko s e

Q§@99§§§§§199 : Lo polynéme caractéristique dans R" ayant n racines réelles, la scrme
des multiplicités est exactement n- ce qui signifie que dans chaque espace propre afil
pourra choisir une base orthogonale de dimension égale & la multiplicité de la reecire
correspondante, Les espaces propres étant orthogonaux entr'eux, on pourra ainsi trcu-

Ver n vecteurs propres orthogonaux formant la base cherchés ! par exemple dans R
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si T1#T2#Tq ¢t Il y a trois directions principales orthogonales correspondant chacune
a une valeur propre distincte. Ces treis directions principeles déter-
minent un nouveay repére orthonormé dans lequel le tenseur est exprimé

Par une matrice diagonale.

si T1=T2= Tf‘Tq. a8 T, racine double, correspond un espace propre de dimension 2,

c'est-a-dire un plan gqui est orthogonal & la direction principale rela-

tive 3 T3. Le tenseur est dit cylindrique.

si T1=12=13= T: & Tracine triple correspond un 8space propre de dimension 3, c'est-3-

dire R3 tout entier. On Wit alors que le tenseur est sphérique. Toute
direction de R3 est direction principale.

« Les invariants élémentaires d'un tenseur symétrique s'expriment de Fa-
gon trés simple.

1t Tt Ty
(83) T2 = 1112 + 1213+ r311
T3 = Ty TyTy

Theoreme 1 {de Hamieton Cayley) . SiT est symétrique, on peut exprimer toutes les

Puissances positives de T comme combinaison linéaire de 32 » Tetd. Les coeffi-
cients de ces combinaisons linéaires étant des fonctions polynomiales des 3 invariantg

€lémentaires T1,T2,T3)

= =2 = =
(64) T =f(T, T.T)T + g (T, T, T h (T, T. T.)
1, 72,7s n''1,7273 n1,'2)Ts 1

Démonstration : Soit T la matrice image de T dans 1le repére principal TP s pour

image T" dans ce repére (et en général dans tout repére) T étant diagonale, TP 1'est
et a pour termes T?. TS. Tg + Donc tout repére principal de Test repére principal

de TP et les valeurs propres de TP sont les pémespuissances des valeurs propres dﬁ'ﬁ

Chaque valeur propre de T vérifiant 1’équation caractéristique, nous
pouvons rassembler dans le repére principal les trois équations scalaires en une re-
lation matricielle

3.2
L P o S Y
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Exercice 3 : Montrer que cette relation est valable dans tout repére

On peut donc écrire de ‘agon intrinséque :

=3 =2 = =
(65) =T, T-1, T+ 7,1

en multipliant les deux membres de cette relation par T nous obtenons

=4 =3 =2 =
T- T1 T - T2 T+ T3 T soit, en tenant compte de (65)

34 =2 = =
= 2- - - ;
T (71 T2)1T (T,lT2 T3]'1T_.‘+ T, 754

En procédant ainsi de proche en proche on obtient le résultat (64).

POSSIBILITES DE DECOMPOSITIONS D'UN TENSEUR DU SECOND ORDRE.

1 - Décomposition canonigue d'un tenseur en parties symétrique et antisymétrique

5 .
T est dit symétrique ou autoadjoint si T ='11'€

T est dit antisymétrique si T =-Tt

Proposition 4 : Un tenseur T guelcongue peut toujours et de fagon unique, &tre consi-

déré comme la somme d’'un tenseur symétrigue 'I:I‘q et d'un tenseur antisymétrigue 'ﬂ‘a.

En effet, supposons 1'existence de cette décomposition

= ou

T +T
s a
T: 1t .1t -1t
s a S a
alors )
- T+ Tt 1
(66) Tfs— > soit t(l_’_'l__ 5 (tij'rtji)
" 'ﬂ’ -t . 1 _
(67) 'II'a- s0it t[ijl > [tij tji)
'ﬂ's de composantes t[ij) est appelé partie symétrique de'l'.!;

'ﬂ'a de compocantes t[ij] est appelé partie antisymétrique de T
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La forme de ces deux tenseurs montre qu'ils existent toujours.

2 - Décomposition d'un tenseur en partie sphérique et déviateur.

Définition 7 : Un tenseur sphérique est un tenseur pour lequel toutedirection de

1'espace est vecteur propre. Toutes ses valeurs propres sont Egales et toutes ses

matrices images sont diagonales.

C'est un tenseur de la forme

-+ -+
8.®e

(88) §=S,.6ij i® €

‘Definition 8 : Un déviateur est un tenseur de trace nulle

(69) D,, =D, =0

Proposdition 5 : Un tenseur T quelconque est décomposable de fagon unique en la

somme d'une partie sphérique ‘E‘T et d'un déviateur lﬁ.r.

Supposons en effet qu'une telle décom position soit possible

'H'=5+I—3 alors T,= T

1 ii=811=38 d’'ol s=-§-—

T

= t,,~sé =t —3—16

- 9157 t137%°13 7 tyy

1]

Cette décomposition existe donc et est unique

T, _ T P
(70) S5 iet D =T-5 1

Notons que i)T a mémes directions principales que T et que ses valeurs

propres sont @
(71) Gi = Ty =8

Décomposition polaire d'un tenseur non dégénéré.

. Définissons pour commencer le tenseur '11'1/2:
Un tenseur symétrique 'ﬁ'est dit non négatif (respectivement positif) =1

toutes les valeurs propres sont non négatives (respectivement positives).
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Soit R le tenseur admettant méme repére principal quef (non négatif)

et des valeurs propres égales & la racine carrée 30 des valeurs propres de t.

On a évidemment
135\2 = 'ﬁ' et 1'on posera 1}3_='ﬁ'1/2

TR ainsi défini est bunique et symétrique grace au résultat suivant.

Exercace 4 : Montrer qu'un tenseur qui est symétrique dans un systéme d'axe orthogo-

nal 1l'est dans tout autre systéme orthogonal.,

Lemme 1 : SiTF est un tenseur du second ordre non dégénéré, TF lFt et F' F sont

deux tenseurs du second ordre, symétriques, non dégénérés et positifs.

Cee

I1s sont symétriques car (FEN)Y = Ot Ft -F £
non dégénérés car det( [F. th] = (det lF]2 ¥ 0

Positifs car : soit 3 vecteur propre de fF IFt et A la valeur propre

correspondante oo Foy€gs g u
=Fesug 1Fe - o
= =t > > -> > +,2 \ - Ly VR
(FFEULU = A0.0 = A[3]? 7 SE E
= > =+ > =t > 2
=) lFt U. lFt u = IIF UI

=t 2
d'ol )"-'IJI:T}J—«’L 3 alors nécessairement A>Q car lFtG'O entralnerait soit
&
u

> =
u=0 ce qui n’'est pas possible puisque .J est vecteur propre; soit det (Ft-D ce aui
n'est pas possible puisque [I=: est non dégénéreé.

La démonstration serait analogue pour IFt F.

ThZon2me 2 (Décomposition polaire) : Soit [F un tenseur du second ordre non dégénéré

On peut écrire [F sous 1'une des formes suivantes :

7

S
"
O

(72)

S
y
&
Bu

(73)

ou @]et Q sont des tenseurs symétriques, [R un tenseur orthogonal.

Les deux décompositions sont uniques.
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N

« S'il existe une telle décomposition (72), [lil] est unique, en effet :

= @§t§®=€f donc “=W=((F"t !;]1/2

Sin
S

et ceci a un sens d'aprés le lemme précédent,

« Posons donc

(74) W = (F

W est symétrique d'aprés ce dui prébéde.

@ est non dégénéré car : (det u:mz"= det U;ﬂz--(det 1F)2 # 0. Posons alors

(75) R-F@"

IR est alors déterminé de fagon unique & partir de W

« R est orthogonal, c'est-a-dire que R.R'=-pRE'R =1 , en effet :

(WH' FOF W - T P

% i
n

ﬁt

==

R FW G FE - Frtm) Tt - 1 c.q.f.d.

On

Exercice 5 : 0On vérifiera que si 'ﬁ'est symétrique, alors 'lI'-1 1'est encore.

» On montre de méme que 1'on peut écrire [F= VR' avec \7 symétrique et ﬁ’ MY
gonal; cette décomposition unique étant donné par

v-(rHY?, R - §'F

= =
Reste, pour achever la démonstration 2 montrer que R = [R'

R = (RR'") YR = & & YK

Zn

On a : U§=

V étant symétrique, Ds't @ R’ 1'est. En vertu de 1'unicité de la décomposition

U§ = ﬁ U:l on a alors nécessairement R = [R' et

(76) W- ® ¥ &




VI - NOTIONS ELEMENTAIRESD’ANALYSE TENSORIELLE.

1 - Champ de tenseur.

Definition 9 : Si & chaque point x d'un certain nomaire @ d'un espace euclidien

on_associe un tenseur T d'ordre m. On dit que 1'on a défini un champ de tenseur W(x)

sur & .
->
Soit x,; les composantes de x dans un repére orthonormé (ey). Les compo-
santes tij % du champ de tenseur dans ce méme repére sont fonctions de x1,...xq

que nous désignerons globalement par Xe

Le champ T(x) est.continu dans @ si les composantes sont des fonctions

continues de XqoeaeaX dans Q.

1.1. Notion de différentielle : gradient et divergence d'un champ de tenseur.

Rappel : Soit F une application d'un espace vectoriel normé € - dans un espace vec-
toriel normé& F. On dit que F est différentielle en x siil existe Lx application 1li-

néaire continue de E dans F telle que :

F e ST = L h) s e ]In]]

avec lim Hex[h)"F=D
hlé

« Application & un champ de tenseur.

. n
Soient E = R

m

et F = 1l'espace vectoriel des tenseurs d'ordre m sur R" de dimension n

=m
:;f(xJ=II(x] champ de tenseur d'ordre m. Alors :

Xo(fM*)

=m =m _'*I

T )= T (M) = Ly b+ |

-
lM. application linéaire gqui au vecteur Mﬁ'é R" associe le tenseur‘&M.MM' d'ordre m,

est, si 1'on se reporte & la définition 4, un champ de tenseur d'ordre m+1.

&« ’ R, . 4 =m

Ce tenseur nim” est défini en chague point M de R" ol le champ T ac+
) ~ . s

différentiable : nous ¥'appelons gradient du champ de tenseur T et le notor.

=m =
" om+1
grad T ou encore VII'" ', Nous avons alors

&M.MM' = gradl .MM’
n
ce qui s'écrit

I - . m+1
R —_— >
(77) ; I, = gredl , . dM




Buﬂ
En composantes dans le repere choisi, ceci s’écrit encore

oL, "
1!!! _n |
dt, Lo gy et ) |
w—..],-’lv'.'lm(_ :)XJ j i11. ...1m;j A}» r |
Ceci nous montre que
(78) (grad M, , .=t

1112...3 11i2"'imj

2

=m
Nous appelons donc gradient du champ de tenseur T(x) d'ordre m, le charn
de tenseur d'ordre m+1 dont 1la compaosante 1112"'1mj dans un repére donné n'est au-

tre que t, . . .
11 125 . a lm,j

Divergence d'un champ de tenseur ¢ Nous appellerons divergence d'un champ de tenzov-~

I d'ordre m, 1le chamg de tenseur d'ordre m-1 obtenu par contraction des deux der-

niers indices de grad 'ﬁm+1: §es composantes dans le repére choisi sont donc :

(79) { (d 1v ﬁ11112...1 = ti i i 4.9
LI A m-1 »

’ 172

Application & un champ scalaire ¢$(x)

¢(x) est un chemp de tenseur d'ordre 0.

gradp est donc un tenseur d’ordre 1 c'est-3-dire un vecteur qui dans le systdme or-

thonormé choisi s'écrira

-
e

—_—
(80) gradd = ¢,i i

La divergence d'un champ scalaire ne peut &tre défini# car m=0

Tenseur gradient d' un champ de vecteur.

2.1. Définition et décompositior canonique.

+ Appliquons la définition précédente : unchamp de vecteurs est un champ de tenseur

d'ordre 1; grad U est donc un champ de tenseur d'ordre x

(81) grad U = uy

et div V est donc un champ de tenseur d’ordre © c'est-a-dire un champ scalaire

-)
(82) div U = u,
i, i
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« La décomposition canonique de la proposition 4jdonne

(83)

“ ui,j = sij(u] + wij(u)
=t \’E (u) = 1-[u + U )
ij't 2 "Yi,3 j.i

W, L) = [ .l )

13°Y7 T 7 My,57Yy,4

« Le vecteur (appelé en mécanique vecteur tourbillon quand U ast le champ de vitecse)

(84)

- .
8 = rot.a .

N -

est défini par la seule partie antisymétrique du tenseur gradient; en effet :

(85)

1 21 .
W, =% eijkuk,j =3 eijk (ekj+ wkjl d’'ol

—_—
—

1 N =
W) =7 €44k Wy (cf 55) gQL/::? e

,*

=

Inversement, le vecteur 5 définit complétement la partie impaire du tenseur grediecat

en effet :

et donc d'eprés (85)

(W]

2w, =286 w, = Eijkeljk 1

i il

Eijk(eljk wl- wkj) =0

ceci impliqus, cf (55), que eljk W, - wkj est symétrique en kj et comme il est aussi

antisymétrique en kj 1l ne peut &tre gue nul ainsi :

(86)

T-ES)
“k3 T ik U1 5 [T 4= AL\

oL dem o X €5 P Bo QMW«MS&\ )

En conclusion, le tenseur [Vﬁ)ﬂ (partie antisymétrique de vﬁ) est déter-

miné entiérement par 3 fonctions Wy . I1 faut par contre 6 fonctions scalaires povn

déterminer le tenseur (ﬁﬁns.

Remanque 11

F
| "o
.

(87)

trace VU = trace de (VU) =u, .= €,.(u) = div U
] i,i 7ii )
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« Relations entre les wi, et les €

ij
“i,5 T 613 W3y T3t Y
d'od
Yi,3k " 13,k * €11 W9,k
or “i.jk = Ui,kj peut s'écrire emjk ui‘qbzg Q@fa?réé (55)
soit
€mik €13,k * Emik €311 Y1,k = O
emjk Eij,k+(6ki 6m14i6k1 Gmi] Wy = 0 d'aprés (50)
Cmik €13,k ¥ ¥m, 17 Sy Wy,1 = 0 mas
ml.l = %-elpq Uq.pl =0 d'aprés (55)
d'od  (88) w o=

mi - Emk3 €3i.k

2.2. Champ de moment (ou champ des vitesses d'un mt de solide)

llnll-lcl--'lllltlll.-lll-llllo-lu-aunnl.lll.lllullocll.
G

Un champ de moment est un champ [1 tel que VM et M

(89) UM -UM* )= wAms

<>
W étant constant, c'est-a-dire indépendant de M et M’.

On reconnait le champ de vitesse d'un corps rigide.

Theon2me 3 (des champs de moment) : Une condition nécessaire et suffisante pour que

ﬁ soit un champ de moment est que 614(u1=0.
J

« la condition est nécessaire : si ﬁ est un champ de moment.

E[N]-a(M'] = EAMM' mais on ainsi

U[MJ~3(M']= gradu.ﬁﬁ' car JAME' est une fonctionmelle linéaire

s wd

-> >
o€ ,fLA”M' = grad U.MM’

€13k Wy DX = vy It ex ) — =
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ce ﬁui signifie que pour i fixé, le vecteur de kéme composante eijk wJ-Uo K est
L,

orthogonal a tout vecteur de R3 d'ou

Y1,k T eijk Wy = 7 U 3 cequiimplique bien € (W=0V 1 et k

. La condition est suffisante : Soit €ij(u)=0, soit Uid+uj i=0 cela entraine

+ u = 0 et donce,, .u =0 Vv i=1:2,3.

“1,3k T Y5, 1k 1kj 3,1k

Intégrons cette quantité en X il vient

elkj uj,k =cy. [c1 constante)
mais 2 cq= ?Glp cpA= Elkj epkj Cp
d'od Elkj (2uJ‘k pkj c 1=0

La quantité entre parenthése étant antisymétrique en j et k, ne peut &tre guﬁ mlic
puisque d'aprés (55) elle est aussi symétrique
1

d’'ol M3k T 2 %ok Cp
1
en intégrant u, =35 €pkjc x + a, (a, constante)
8 372 FPRey oty Y A
et donc
1
") - = ok -
ujtﬁ_l ujtgj > pkjcp(xk xk)
c
ce qui, en posant wp = EE = constante s'écrit
> > —>......>.>
U[M’) -U[M) = wAMM' C-chudﬁ

2.3. Champ de gradient.

> . e o
Unvchamp de gradient U est un champ tel qu'il existe ¢ avec U=grad ¢

lhéokéme 4 (des champs de le gradient): Une condition nécessaire et suffisante pour au~

U soit un champ de le gradient est que rotU 0.

> ->
+ La condition est nécessaire car si U= grad ¢ alors ug = Qi et donc

rot =€, ¢, o.=0 cf(55)

Ipg "’'gp "1
« La condition est suffisante car si rotﬁ=0 alors :

= 1i.pli = dx, &gt
eijk Uk,j 0 inplique que uk,j uj,k et donc que U K LIy

une différentielle totale.
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Soit donc dé = Uy dxk
-> —
alors U = grad ¢ c.q.f.d.

EQUATIONS DE COMPATIBILITE (OU D'INTEGRABILITE).

§ = 1 _
3.1. Introduction : Les composantes wy= 5 (rotU]i = E'Eijk Uk, 3" 3 eijk wkj et les

sossesscansas

composantes €1j=€ji représentent un ensemble de 9 fonctions scalaires exprimées 3

partir des dérivées partielles des 3 composantes Ui d'un champ de vecteur ﬁ(x). Ces
neuf fonctions ne peuvent donc &tre arbitraires et sont pour cela soumises & ces
conditions d'intégrabilité qui seront données sans forme d'équations dites de compa~

tibilite.

Nous écrirons ces conditions en se posant successivement deux oroble&mss

3.2. Probitme ? :

Sunposons données les 6 composantes € d'un chemp de tenceur =mymétri-

ij
que; a quelles conditions peuvent-elles 8tre les composantes de la partie paire d-un

—— > . .
tenseur grad U ? Peut-on alors déterminer U de fagon uniquea partir de la donnée ce

ces 6 fonctions ?

On peut encore exprimer le probléme comme suit : conditions d'existence

et d'unicité de la soluticn G de

u +u, , =2¢€,. i,j € 1,2,3

les Eij étant les composantes données d'un champ de tenseur symétrique.

_Theondme 5 (de compatibilité cinématique). Une condition nécessaire et suffisante

=t
pour que 6 fonctions eij soient les composantes de la partie paire d'un tenseur grad.)

est que

(30) €pi1 Emik Eij/’»lfo

ce gul de fagon équivalente s'écrit encore sous forme plus pratique :

(81) A

(o)

€mp +%’mp " &, 1p * Sp1,1m) 70 2 & €11

Les champs ﬁ correspondants sont égaux & un champ de moment prés.
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Démonstration

» La condition (90) est nécessaire.

; 1 ™, .
Soit en effet eij(ul = 7'(ui;j+uj.il‘xy aprés (88) et-(55),
wm,i=€mkj eji,k' gt la condition wm.11= wm,li se traduit par
Epil wm;i].:U soit €pi1 Emkj Eji‘k].:O Cuq-'f"odo

« La condition (90) est suffisante .

Soit donc epil emjk eij,1k=01

3 Q = F 3 v =
'Alors la gquantiteé ;EP Emjk'eij.k est telle que epil Pmi.l 0 ce qui implique

2 Q

mi, 1" “ml,1
donc Qmidxi est une différentielle totale; c'est-a-dire qu'il existe wm tels que

- —

do_= Qmidxi ce qui  impose W 4* Qmi= emkj eij,k'
Posons Uij= eij+ ejil wy
900 Usgk T Big,k t a1 9k ot
€mkg Y13,k Emkg €13,k * Emry €311 1,k
" Om,a Oy Sigm S Sy Wy
T Om,g O 0,07 O,y T8 0y, = 0
car w1'1= Elkj ejl,k=0 d'aprés (55)
Ainsi, emkj Uij,k=0 ce qui est équivalent & Uij.k= Uik,j et implique que

UiJ dxj est une différentielle totale; donc ]Ui tels que :
Uij dxj= dui avec Ui,j = E;j+ sjil w1‘§.
Por ; o

L'unicité de la décomposition canonique (cf proposition 4) montre alors que

_1
61J= eij[u]- 5'[“i,j+ uj,i]'

. Qu'en est-il de 1'unicité de U ?
Supposons qu'il existe deux champs o* et U** correspondant aux eij donnés, alore -

1, X X
€55 = 3lug, 4 Yy,1

IR T S I T
)= 5"ui.j+uj,i]' posons U= U u
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alors--;—(ui i+uj .1=0 ce qui implique d'aprés le théoréme 3 que U est un champ de mo-

ment. Le champ U solution est donc unique & un champ de moment arbitraire prés.

« Equivalence de (30) et (91).

D'aprés (49), (90) est équivalent a

/‘Spm 801 ‘Spk\
dot 8y 611 6gy

Glm 5lj 61k//

€13,1x70

Soit en développant d'aprés lsa régle de Sarrus

S _68..6

pm-ij 1k+6

+, & 8., -6 .6

101 3%pk O 1mlp 381k ~OpkBi3S

-6 =8..6_ .8, 0

1m “81k813%m “01k8p38im €1y, 1k *

c'est-a-dire :

pm eii,ll +€mj,jp +E:;m,mi- eii,mp- 0pm €ij,ji il emp.11=0

or Asmp

€mp,11°

€ii,mp=?§,mp

s 28

Som 11,117 Spm

R T
5 e = 8 (EE:AL_;lLi
pm ij,ji “pm 2

5
» s ¥ -
=5 Uy, 555%Y, 314) 6pmAg

]‘ji

d’'ol la relation (91).

Remarques 12.

a) Comment calculer U a partirde g,, ?

iJ
Si les 6 Eij donnés vérifient les conditions de compatibilité (91), alors

le calcul du champ O correspondant peut s'effectuer par la méthode générale suivantg

« Calecul de ﬁbar intégration de

= & tante d'intégration
wm,i emkj eij.k ce qui introduit une premiére constan g

vectorielle soit 50.
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. Calcul de U par intégration de

= + : [} -
ug i Eij + ejil wl ce qui introduit une deuxidme constante d'inté
gration vectorielle soit Uo'

Dans le résultat, U0 et QO interviennent dans le champ de moment arbitraire
mentionné & propos de 1'unicits.

En fait, une méthode de calcul de U plus économique pourra étre donnée en T.D.

b) Combien y-a-t-il de relations de compatibilités ?

L'éguation matricielle (91) étant symétrique en p et m, i1 y a seulement
6 relations de compatibilité différentes.

3.2. Probeeme n°2.

- .
Supposons données les 3 compasantes w, d'un champ de vecteur , a quelt~sg

i
conditlons peuvent-ellesétre les 1/2 composantes du rotationnel d'un champ de vecteur

U. Peut-on alors construire U(x) unique & partir de § .

On peut encore exprimer ce probléme comme suit : conditions d'existence
et d’'unicité de la solution U de

Proposition 6 : Une condition nécessaire et suffisante pour que 3 fonctions scalairecs

->
wi(x) soient les 1/2 composantes du rotationnel d'un champ de vecteur U est que :

(92) w, ., =div 3 =

i,i

-
Les champs U correspondants sont alors déterminés a un chemp de gradient

arbitraire pres.

Démonstration (cette démonstration, intéressantecomme exercice, ne sera pas considé-

rée comme étant du programme car le probléema correspeondant est un peu académique).

« La condition (92) est nécessaire car

§ 1 b
= 5 rot U donc div )= w

« Le condition (92) est suffisante :

1
1,1 ° E.eijk uk,ji 0 (cf-55)

Soit § tel que div 8- 0.
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<>
Les lignes de champ de § sont les intégrales du systéme

ui[xJ wj(x)

soit

désignons par n(x) =constante et y(x)=constante deux intégrales premiéres de ce

e
systéme, c'est-3-dire . une famille de surfaces formées par les lignes de champ de ui.

Nous avons 3 la fois
—e - —;——#
@ . gradn =0 et § .zrady =0
ce qui peut se traduire par la relation unique

5 (x)= ¢(x) (gradnA grady )

soit wi= e 15k n, x,

La conditionu& i=0 se traduit alors par
wi'i= Eijk ¢ni nlj XJK + Eijk¢-nnji Xlk + eijk¢nlJXlki

= eijk ¢'i nlj X’k = 0

Cette relation indique que le Jacobien de 1'application qui a fx1,x2.x )€|Q fait
correspondre (¢,n,x)é R est nul; ceci implique (nous admettrons ce résultat) qus les

fonctions ¢, n et xne sont pas indépendantes.

Soit donc :

¢ =¢ (an)n
posons alors n

Y = ¢(t.Xx)dt de telle sorte que 52 =¢;

0

alors _ i
wij ¢nlj + ax le

d'od ¢n- ¢. %%-x.J;SOitenremplaqant dans 1'expression de w,

- -3 -
wi- eijk( wjj ginj) x:k = eijk an X'k .
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- -
Posons us= 2y graé X u = 2¢x.k

U,y T2 Ve Xey XL

kJ
alors
= s ) ’
Eijk Uk,j 2 wi ce qui n’est rien d'autre que
+
5 2 %-rot u c.q.f.d.

« Résultat concernant 1'unicité de -G.

-+ > 1. -> > > >
Soit V. un autre chemp tel que 0= > rot ¥; alors si W= U-V

nous savons 4’ aprés le théoréme 4 que cette relation implique 1'existence d'une
fonction ¢ tel gue W= grad $ ;

IL n'y a donc unicité qu'a un champ de gradient preés.

—
L e e

FONCTION DE TENSEURS.

1. Dé&finitions et cxemples.

Nous ne consicérerons dans ce chapitre que des tenseurs d’ordre 2.

« Fonctions scalaires

Soient T ot T' les matrices images du tenseursii respectivement dans
les repéres\g?pt f;§ .

=
Si nous voulons définir une fonction & valeur scalaire du tenseur -,

nous devons poser

v =F () = £(T) dans R

F1(T") dans,f?'
4
f(T) et ¥'(T étant des fonctions scalaires équivalentes dans 1le passagej%a:;?défini

p ar la matrice ; donc

FTY=F' (QtTO)

La fonction scalaire du tenseur 1?, y=U?a?] est donc en général défini

par un ensemble de fonctions équivalentes de toutes les matrices semblables associé~-
= eran
a
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« Fonctionc & valeurs tensorielles.

Y - Z; ) sera fonction tensorielle de T si}(ﬁ') est représenté
dans.s?par la matrice F(T)
dansj7%par la matrice F'(T'),
telles que Fratto= ofFmg

I1 n'y a aucune difficulté 3 étendre ces définitions au cas de plusieurs
variables tensorielles.

« Exemples

a) y F =t dens A

= A4 94 to'tB dansj{'

b) y = trace'ﬁ': y =detT ; on a bien trace T = trace T' et detT = det T°'
¥ = n= < 4 =
c) Y ?( ) défini par yij ti‘l t2j dans '%
' = ’ ] ’
8t iy T 9% by by dans P

Montrons en effet que :

[ t ] o B ’ -
Y'=Q" Y Q c'est-a-dire que ypr qip qu yij

- - ’ 1]
Yp 95r Yij T 9p Gyr tig tay = Gy, G5 Qg Gy Gy, 9k t1m *ak

’ S t! ' =y
pl 6r'k q1m q2n tlm tnk . q1m q2n pm tnr ypr

=8

qul'Fndn

d) \7='ﬁ2 est bien une fonction tensorielle car

T 2= gtrootre = ot12p - (12)"

On définit de méme une fonction polyndme & valeurs tensorielles

Y=c d+c, e v c, T
e) ? = 'ﬁ't est encore une fonction tensorielle car

t

T = ottt - otrg=crhy’
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f) y =7'(‘ﬁ‘. R) = t12r21 dans le repére .%

91a 928 T2y Y45 t&B r+6 dans.jk'

g) enfin ? = 7}'(‘[—[', &J = -EZ R est bien une fonction tensorielle.

2. Fonctions isotropes.

2.1. Remarque et définition.

Les exemples donnés précédemment de fonctions de tenseur nous

montrent qu’'il y en a deux catégories
. Celles qui s'expriment différemment dang«gpaque repére (exemples : a, c, f)

. Celles qui ont une expression intrinséque, indépendante du repére (exemples b, d,

€,8.
Ceci nous conduit & définir les fonctions isotropes.

Déﬂ&ﬁ&tkon 10 : Une fonction tensorielle, & valeurs tensorielles du second ordre
aF (n‘ R §§) est dite isotrope si F(T,R,S) étant son image dans un repéreJﬁ?quelcon-

que alors :

(83) 0°F(T,R,S)0 = F (%70, %R0, %sQ)

quelle gue soit la matrice orthogonale Q.

2.2. Invariants d'’un tenseur.

Dans le cas d'une fonction scalaire de tenseur la définition précé-
dente devient :
¥  FEF)= f[QtTQ. QtRQ, QtSQ) Y soit la matrice orthogonale 0;
Soit pour une fonction d'un seul tenseur
£(T) = £(Q°TQ)
Dans ce dernier cas on dit que f(T) est un invariant de f?.

Les invariants élémentaires d'un tenseur'ﬁ'définis au chapitre IV, sont bien en ce

sens des invariants de T.
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Theoneme 6 (fondamental des invari-nts). Tout invarisnt £ (T) d'un

tenseur symétrique Il ne dépend que des invariants élémentaires de IT .

Démonstration : Il suffit de montrer que si Il et 12 ont mémes invariants
élémentaires alors £ (T) = £ (R).

Soient donc IT et n deux tenscurs symétriqucs ayant mémes
invariants élémentaires. Ils ont méme polyndme caractéristique et donc
mémes valeurs propres

A s k=1,2,...n.

k

-* + N - 3 3
Soient t, et rk les vecteurs propres unitaires correspondant

lk respectivement gour ffet R. E

Soient T l'image de I dans le repére orthonormé ;i"":n' et
R 1'image de IR dans le méme rcpére.

Soient K la matrice orthogonale faisant passer du repérc

- = -> =
principal (tk) de T au repére principal (rk) de |R. Alors

-+ -+
K rk = tk
TR r. = At
T ™ %
-> -> -+
KR r, = K AEIE = AEtE
t

. . > n
ainsi TK # KR et donc R = K TK (cn =ffcot (Rk) enaendre R )

f (T) étant un invariant de I, £ (T) = f (QtTQ)V N matrice orthogonale
et en particulier £ (T) = £ (KtTK) = f (R) c.qg.f.d.

——— = v - o o T 0 e T - e = = - - — - - - o . o -

- e o > B " D - . > > = = —————

Théoneme ? (Des fonctions isotropes) : upe fonction ¥ =3 (M) ou I ct

=
Y sont des tenseurs symétriques du second ordre est une fonction isotro-

pe si et seulement si elle admet une représentation de la forme;
(94) T ) = 8 T+ ¢1ﬁ taee B ™! (ceci @ans =
ol les @ sont des invariants de .
‘Démonstrastion :
a) la condition (94) est suffisante car alors
Nyt _ n-1
dans un repére orthogonal-329 YO = ¢01 + ¢1T +...¢n_1 T
dans un autre repére orthogonalg?:
ot vo =gl + 8 ot 7o+ 2, ot % of B of o 1q,

2

=g 1+ g, T+ g, T'" t... g4 =F (T")
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ainsi
otva = F(g'™) c.q.£.4.
b) la condition (94) est nccessaire. Soitfzgane fonction isotrope et

=
Y et I deux tenseurs symétriques du second ordre tels que

<3,

= e
Lemme 7.1. = si t est vecteur propre de Il , t est égalcment vectcur

grogre de Y en effct, soit Q la matrice arthogonale faisant correspon-

dre & t le vecteur -t et laissant invariant tout vecteur orthogonal &
<>
t.

->
Soit T la valeur propre ge T correspondant 4 t.

—~—

Soit U un vecteur quelcdnque de R, 1l peut s'écrire
> > >
u=At + £ avec t f 0 alors
- > > > > > > > >
Tu=ATt+g avec t.g=0, en effet ; Tu.t=u.Tt =Tu.t

- w3

puisque II est symétrique.
<>
Par ailleurs : Tu t -ATltF + g.t; les deux derniéres relations
) +> >
entraicont bien g.t =0.

> >

> e
OTu = Q(AT t+q) ="AT t+g

> > +> >
TOY = T(zA t+f) = =AT t+g

ainsi (CT-TQ)d = O ¥ uc:Rn donc T = Qt TQ ¥ T matrice image de I .
Par ailleursfgirest isotrope donc en particulier : puisgue
Q est orthogonale
QtYQ = F(QtTQ) =F (T) = Y ce qui entraine O¥ = YQ
Posons alors -
-+ > >
vt =N t +B £
-> -> -> -> -> >
ovt = -N t +B £ = Yot = Y (-t) = -¥t;
¥ =
Ceci montre que b= O et donc que t est vecteur propre de ¥; c.q.f.d.
Par conséquent, tout repére principal de ﬁest aussi repére
principal pour‘g.
..b
Soient donc (tk) un repérc principal pour Esetaﬁ$§i et n, les

valeurs propres correspondantes respectives de I et v.
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Lerme 7.2 : Si deux valeurs propres de T sont égales, par exemple Tl- T"rtalors

les aleur s propres correspondantes nl et nm de § sont égales.

En effet, soit Q la matrice orthogonale telle que

- ->

Qt1 = tm

-> ->

th - tl

> > .

Qti = ti Vi#glet#m

- ; .
soit u un vecteur quelconque de R"

o A» ~+ T+ 'E v, t
S T ity
1=1
#1
#m
n
-+ > > -> > -+
OTu = QOTEsp Tt + J v, T8 ATt o+ prE+ §ovg Tyt
i=1 - = i#l - =
i#1 #m
1#m
> > -+ -+ >
TOU = TO® epty + By T - }T’Em+);rt1+ Ll vy Ty Ey

#m #m
ainsi TQU = QTG ¥ & de R" donc T = 0YTQ YT matrice image de T

Mais ?F'étant isotrope on en déduit comme au lemme précédent QY=YQ donc :

> -+ >
QY t1 = intl = nltm et
-> -> ->
Y0 t1 = Y tm = nm tm ’
impliquent n1= nm c.q.f.d.

+ Revenons & la démonstration du théoréme :

Soit m le nombre des valeurs propres distinctes de T : Ty 12,... Tm'

Soient Nys Nosees 0 les valeurs propres correspondantes de i.

Considérons alors le systéme des m équations linéaires

m-1 _
nk=¢o+ ¢1 Tk+ LA ] ¢m_1.| Tk ] k‘1.2. ses M
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ol les ¢i sont les m inconnues; c'est un systéme de Cramer car le déterminant cor-

respondant est un déterminant de Vandermonde (cf cours 1er cycle)

2 m=1
1| ’|r1 T1 S e 0000008 ‘.r1
l—_ _‘i - - - _' ______ _J
[ v 3—_ )
' ] ' |
; . 1 2 'm=1 | _ N
D 1' "rk Ty —-—=—- - 'Tk =1 l['ri ‘rk)xor ‘ti# Tkpar
! ) ] ] 1<K
s e e P
\ : ! -
1 T 1:2 " 1 hypothése donc D#0

Ce systeme admet donc une sblution unique ¢:0.... ¢m. Cette solution

dépend des coefficients TE donc de T. et des seconds membres nk donc de Y mais

bomme? = ?‘T‘(ﬂ'). cela revient a dire que les (bi ne dépendent que de T. T et R

étant ici les images respectives de T et |F=? dans le méme repére principal.

Considérons le tenseur ¢kf'k. avec sommation en k de 0 & m-1.

=k <> k> _ ->
¢k1r t,= (¢kri)§i =;t;. en effet, (¢o,... ¢ .,) est solution du

m=-1
systéme de Cramer précédemment &tudié.

Ceci montre que les tenseurs ¢k 'ﬁ'K et ‘7 ont mémes directions principa-

les et mémes valeurs prepres, ils sont donc égaux et

(85) Yeo,mMqro,mbe.ive "

m-1
avec ¢i = ¢i(T]; i=0,... m=1.
Reste & montrer gue les ¢i sont effectivement des invariants de 'ﬁ'c'est-é-dire
que
¢i = ¢1(T) =¢1(QtTQ)= ¢i[T') Y @ matrice orthogonale et 1=0,...,m-1.

T étant une fonction isotrope, nous savons que F(otTo)= Qtyr=v’, or d'aprés (95)
m=-1
F(T)= ¢°(T]1 + ¢1[T]T * e d)m_,](T]T
's "= ’ ’ ] ’ ,ITI"1
st donc Y'=F(T')= ¢ (T')1.+ ¢, (T*)T*+ ov 9 (T') T

Mais on a encore :

AU NG SERING 13 SRS SNe 3t d’od

(0 (TI= 6 (T*)IT + ...[9m_1tr)— ¢m_1tT'J]T!m'1=o
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d'ol QL[T)= Qi(T') car I,T'....T'm-1 sont des matrices linéaire-
ment indépendantes; en effet

Exercice 6 : montrer que si une matrice A posséde m valeurspropres distinetes,
1

alors I, A, ... A™ sont linéairement indépendantes.,

Rgﬂg&gue 13 : Le théor2me 1 de Hamilton Cayley énoncé dans le cas R3 est valable
pour R" mais alors toute puissance positive de T s'exprime comme polynSme de degré
n-1 enT et les coefficients sont fonctions alors des n invariants élémentaires de1i.

On s'apergoit alors que ce théoréme de Hamilton Cayley n'est gu'un eas
particulier du théoréme 7 des fonctions isotropes. En effet :

" } 1T'est sﬁpposé symétrique dans le théoréme 1

. Y = P est symétrique

. F @ =1&p est bien isotrope.

. Enfin, si 1'on tient compte du théoréme 6, i1 est clair que les coeffi-

cients ¢i dans (94) ne dépendent que des n invariants élémentaires de]f .

Le résultat (64) est donc bien une conséquence de (94).

CONCLUSION - REFERENCES.

Ce cours n'a jamais eu la prétention d'étre exhaustif sur les tenseurs;
rappelons en particulier que nous nous sommes limités aux cas des bases or- -
thogonales; il est donc nécessaire de signaler guelijues références simples pour ceux
qui aimeraient, ou auraient besoin par la suite, d'avoir quelques connaissances sur

le cas général, c'est ce que nous faisons & la fin de cette conclusion.

Le contenu des chapitres précédents a 6té choisi en vue d'une initiation
a8 certaines méthodes de calcul et des applications qui seront rencontrées dans le

cours de la maitrise en Physique et en Mécanique.

J. BASS : cours de mathématiques, tome 1, Masson et Cie, Paris 1964,

" LICHNEROWICZ : Eléments ds calcul tensoriel (collection Armand Colin, Paris 1950,




