
ANALYSE TENSORIELLE
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charhp de tenseurs du 2ème ordre

89!UMgr i
a(l;"u

Solt A I'espace assoclé à R3 , (rlJ un système de coordonnées sur A,
[1t1, aa, Bo, eo) Ie repère 1ocal assoelé à ces coordonnées On appelle champ

tzJde teàseuis: üne appllcatlon de A dans 1'espace des formes rultlllnéalres
sur l'espaee engendré par [e,, , PZ , "a).

C'est-à-dlre qu'un tenseur T s'écrlra ,

=),t.o.irà{7. tr, (u1, u2, u3J "i6 "i, ou T. tl, [r' uz, ua] "rB "J

tu (u1 , u2, ,',) ô
J

Les composantes du tenseur ainsi que 1a base dépendent du système de
coordonnées.

- Effets d'un changement de coordonnées -

Examlnons 1'effet d'un changement de coordonnées, 1e point M du
repère 1oca1 pour les deux systèmes étant 1e même. Soient donc : (u{J et
(v1l 1es deux systèmes de coordonnées et (M, e1,ez,e|), [r,tr, 22, €3) ]es

repères locaux assocLés et soit Ï . tri e.Q e, un tenseur.
-) - '1 J .,

Posons î't'ij €. e q et cherchons a exprimer-Ies composantes t'ij1J
par rapport aux t1J
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d'où Ia relation

ramène alors à un problème

- Dlfférentlelle d'un !g!legt. -sreg ig!l
Soit T - t-'

tlons ce tenseur on a

autre que 1a
pour un point

d 'a1gèbre.

@ e. un tenseur deux fois
J

matrice de changement de base, ie
lT donné se

d'un tenseur
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contravariant, différen-
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0n peut écrlre afin de mettre "t A 
"J

trJ (dei) Q "J 
* tiJ eio d e,

qul donne :

trJ [de1) E e3 + 1tJ er@de,

en facteur

. gQJ tdeq)Be, * tiQ rr @ [deq).

tal * o tto J e.s e.

donnée par Ia relation (1) est La dlfférentielle fabso]ue)
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1'expresslon
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0n peut poser

Èâ
dT. Tik

alors :

duk avec

È
de dT

(.2)

Les T; k données par [2) se
1e soin au leeteur de vérifler
transformation â un caractère

Déflnitlon

§)
nomment 1es dérivées covarlantes de T INous laissons
que dans urr changement de coordonnées leur loi de

covariant J .

k
. Si à" . représente Ia*base.duale de Ia base e. ! on appelle gradient du
tenseur T et on note grad T Ie tenser:r définit par-:
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grad Itenseur d'ordre 3) .
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Rernarquons que sl 1'on calcule Ie prodult eontracté de grad T par dl4
ât 

auk) 1I vtent(avec dFt . "k 
,

gradr,off. i', iQ"J, Srkdu* . dr

Remarques, exemDles :

0n vlent de dÉfinir Ie §radient d'un tenseur du dqrxième ordre [2 fols
gontrsvarlant J mais ceci s'appIlque à un tenseur quelconque, si le tenseur
Ï est d'ordre p Ie tenseur gradlent est d'ordre p + 1

Ex:

Solt g une fonetlon (tenseur d'ordre 0).

alorsgradg'g,k e"

Vecteur (tenseur d'ordre (1 ) ) .
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et grad v. (vt , k + f;; rr'J "i 
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(c'est une matricel

résultat déJà obtenu au chapitre f

- Cas des coordonnÉes cartésiennes
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- Dlvergence d'un champ de tenseur

Déf inltion: 
__È

0n appelle dlvergence d'un chamo de tenseur, Ia contraction de grad H suivant
deux indices dont 1,un porte sur 1'opération de dérivatlon.

[on ne peut prendre Ia divergence que de tenseurs au moins une fois
contravarlantJ.



.t

D'où la diyergence d'un tenseur d'ordre 2 est un vecteur, puisque le
gradient est un tenseur d'ordre 3 et que la contractlon dtminue de 2 1'ordre
du tenseur.

La dlvergence donne lieu donc à plusieurs tenseurs, suivant le choix de
1' lndice de contraction.

Exemples 
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Sl T . tlJ ".@ ".1J
on a alors

graa?. (tu,k+fot* roi *['oi* tiq] e.6e.a]ek

0n a deux dlvergences possibles
à - Li l^ k J i

div^T x I tKJ, k + I taj * f tkq) e,[contractéparrapportz q K qk J 
^èmeau 2-"'- indicq).

0u blen

? .ik / i *'^ k

div. I E t t k + | , tqK *l ,- tlQJ ". 
(contracté par rapportlqkqKler
au 1 -- indicel .

Remarquons : 
:) iiSi Ie tenseur T est symétrique (t'J = tJlJ alors ces deux divergences

sont égales.

en coordonnées cartésiennes on obtient :
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oiv^T . (tki , kJ e.zj

Si Ie repère est orthonormé on a alor= tii = ti* = t** ofi peut identifier le
J lJ

tenseur avec une matrice, on remarque alors que :

+
div- T -est un vecteur dont les composarrtes sont 1es divergences des vecteurs

lIgnes de I

'9
div, T es§ un vecteur dont les composantes sont les divergences des vecteurè

colonnes de I

ïhéorème d'0strogradsky généralisé
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Soit T un champ de tenseur etÂ un domaine de 1'espace limité par une surface 1
soit 6 Ie vecteur normal unitaire à ! sortant deÂ. 0n a :
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Le prodult dans L'lntégrale double étant un prodult contractÉ.

- Laolaclen d'un chamovectoriel
-)Solt V un.ehamp de vecteur, on peut calculer son gradient qul est un

tenseur du deuxlèmeo,tdBt prendre 1a dlvergence de cG, nouveôu tenseur. C'est-à-
dlre, qu'11 faut calculer grad tgiÈa V: et contracter sur les deux lndices de
dérlvatlon. 0n pose donc :

a v . div (giad v)

En coordonnées cartéslennes orthonormÉes 1e laplacl-en d'un champ de vecteur est
alots 1e champ de vecteur dont les composantes sont les laplaciens des'composantes_\
de \I.

v . Vl e. alors Àü - ÀVl
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COIVIPLEIV1ENTS D' ANALYSE TENSORTELLE
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Nous avons caIeulé 1e gradient d'un tenseur deux fois contravariants,
pour ca19uler 1e gradtent d'un tenseur covartant 11 nous manque 1'expresslon
des d e', aussl. allons nous volr quelques proprlÉtés des symboles de christoffel.

Partons de la relatLon :
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Sl on calcu1e
tenant compte

la diffÉrentlelle du
des formules tl I et

->
tenseur mixte T
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On déflnlt alors 1e gradlent de T par !
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0n déftniralt alors de mème la dlvergence
sur les lndtces I et k

de T en contractant ic1 obllgatolrement

Proposltlons :

1o) Les synboles

*,1 J *rJlrn'Tkl

en effet

èr4 . è"i
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I r f. sont s1métrlques en i et k. C'est-à-dire
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Z") Les symboles de Chrlstoffel ne sont pas des tenseurs Iils ne définis-
sent pas un champ de forrnps trllinéaires).

Considérons un changement de coordonnées
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d'qù 1a formule
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Dans la relation (B) le premler terme eorrespond au mode de transformatlon d'un
tenseur, mais iI s'aJoute Ie terme g1i ÈJ qui n'est nul que si

I,K I i
1

C( - r Q c'est-à-dire sl le changement de coordonnées est llnéaire à coeffl-
I, K

clents constants.

Calcul des coefflcients de Christoffel

Nous alLons voir qu'on peut calculer les
métrique et de ses dérivées.

Posons :
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