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I - Thé.o"l". 
"JgÉb"lQr" 

d.e.s

- Introductlon

Nous avLons noté que, pour des systèmes slmples, 1a pulssance
ou 1'6nergle apparatssent cornrne des formes 1lnéalres. Sl, maintenant, Ie modè1e

du phénomène physique étudté est décrlt par q grandeurs vectortel.les, dans une

approche llnÉalre, on généraLlsera Ie cas à une varlable, à 1'alde de "fonc-
tlonnel1es" muItLllnéalres.

I ) Isnegur- g!r--un- esp-aq9-yeg!srle]

NotâtIôns :

- Sl E et F sont deux espaces vectorlels, sur [R, on notera B une forme blllnéalre
sur ErF, c'est-à-dlre une applicatlon qui à [X,Y] € ExF asssocle B [X,Y) € IR,

Llnéalre par rapport à X et Y.

- Sl E est un espace vectoriel on notepa 1- (EJ, 1

sur E ,on a alors Et = t1 tE) l où E'est Ïe dual

on notera , 
---)\ 

f Xt

- Dans la sulte E sera un espace vectoriel réeL de

1a) Tenseurs d'ordre 2.

fcl'E ne sera pas consldéré comme euclldlen [on n'ldentlfiera pas une forme
llnéalre à un vecteurJ.

Déflnltlon :

SoLent Y et ÿ €4 [E) deux formes Ilnéalres : ]-a relatlon :

t1l t{evl [x, Y] " Ttx) YtY) oÙ [x, Y) € E x E

'espace des formea q 1lnéalres
de E sl X € r et.l€_/t (El

dlmension n.

dérlnlt Y@
bllinéalre sur

v
E

comme un éIément ae {^ (E), c'est-à-dlre comme une forme
0n 1'appel1e prodult t6nsoriel d"Ypar Y.

Proposltlon :

Solent l"rl une base de E, t"J) 1a base de E'duale de la Uase(er) 
i

[te ei i"r) 'f i ] L'ensemble des produits tensoriels "t €: 
"Jpar :

t"i & "Jl [e*, "r)

I
une base de o6 2 tE)

définl s

rI

1

sik/ ioum/

sik. letm'

J

J

est

Iou incluslfJ



2

Remarquons que :

t"l@ "J, [e*, "r) 
. 

"1 
(e*) eJ [er). d'après la

Solent X, Y 2 ÉIéments de E : X . *t rr, Y = yJ 
"J

B (x, Y) ' *t ,J b (er, 
"J)

posons b [er, "J] ' brJ et remarquons que sl on pose

{,J3=blJ e-6)e,

alors B(X,Yl tl
7s Jrlr), ' 

"yJblJ "" qul dérnontre que Its elb 
"J

11 faut montrer qu'11s forment un système indépendant.

Solent n2 scalal""" À ,3 tels que

- St B est un éLément deJ

B . brJ "1& "J

-{ ^ tE) est de dlmenslon n
Z

Démonstratlon : C

Àrl 
"1 

t eJ

Solent malntenant E*

(E) - 1, (E*1 . fen

deErlareLatlon

(xOY) tg,Yl 'tftxl

2 LE) on note (avec la conventlon d'Elnsteln).

déflnltlon.

sont générateurJ

Iforme bl1lnÉalre nu11e) .

alors
.{t

tÀ rJ e'B eJ) [e*, "r] = ^k , = [ V k,m

Ce qul montre que 1e système est libre

Déflnitlons

J2
' - 4,tt) 1 'espace dual

gÉnéral d,qttl . /te*1 .

.Vrv: vy,yeE't

on pose par déflnltlon

, Y deux vecteurs flxes

deE

EtX

déflnlt un éIément de {' til He J, tE})) qu'on appelle prodult tensorlel de
X par Y.

Prop.ô.st_tlol :

Sl Ie, J est une
des ÉIéf,ents e, Q

base de E, soit
"J tels que :

t"Jl 1a base de E*dua1e de Ier) : 1'ensemble



te1ô"J)("k,"') ' ek(erJ.emter)rfl slk/1' m/J

1 sl k' let m = J

est une base de dl rcl

Sl R€ ( f e: on note

B . blJ "ic"J
Bt dlm o(2 tE) - n2

]'@'
Consldérons 1'espace des formes blllnÉalres sur E X E* qu'on note

Ji tE) , ,'{7 (E) sl [X, ÿ] e E x E:* 5 6 tx'!) 6IR

B ast Ilnéalre en X et f.
La re1atlon où X€ E et fêEf

tx ell t?, yl ,vtxl . yty) dÉflnlt un éIément oeJ (EJ.
1

qu'on appalle prodult tensorlel de X par Y'

P.rôfosltlog :
{

De 1a même façon 1es Éléments de La forme : e, & e' tels que :

terO"Jl[rk,"*) r Q sl k/1'm/J

, , sl k=letm'J
l4

forment une base de J1 tE) et sl B e'li (r) on note :

11
fl = OJ elBe-

D'où

- l,es,ac" d ta: est noté r*6 rx, on I'appe11e prodult tensoriel de Er par EI

="; ;;il;It"z"ànt 1es tenseurs deux fols covarlants sur E.

- 1,espa"eù2 (E) est note E @ E , on 1'appe11e prodult tensorlel de E par E

sesé1ÉmentssontlestenseursdeuxfolscontravarlantssurE.

- lespace o( ] tE) est noté E I E î produit tensortel de E par eï ="= élÉments

=.;;-i;;-tenSeurs mlxtes 1 fols covariants 1 fols contravarlants'

Remarquons que :

r*g e et E o E* sont lsomorPhes'
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'lb) Tenseurs d'ordie quelconque :

-qSolent.(prq) deux entlers, sla[,, (E] est l'engemble des formes p + g ltnéalres
sur EXE....XE X ü{+-{Ü 

Fc,Bst-à-dlre 
l,ensemble de T tels gue !

[x1r....1, *o , g1,...],, gq: ----+ T [x1, xr"'"" xo 
'

élément ar{q
p

tf 1r,...-rgq1 6 IR

[E) est un tengeurllnéalres par rapport à chaque varlable. Un

^ÉJ fof s covarlant , /rtols contravarlant.

Prôodô1t10n*.--_
1) l'ensembl.e des Éléments de Ia forme :

"11 ô r.... o "lF o "J, ...,. ,"ro ters que i

t"11 Ü r.r.. e "lF e 
"J1 

.,... Oero) ( 
"n1 

,....., "kp, "'1 ,. 
...., 

"'Q)

rS sl kt

1slk,

forment une bage

OUrr..r.............. JO,

Btr...............Jq . rq

m
q

/rt

'11

o" dq
p

T=

evec T

t1l sl

Jl ...,.Jq
11r.r,.lp

J1., . . .Jq

il .....1.p=

(E) .

ï€Jq
p

"tto .rrr.o"lP

T (e, 
1r.. . t., 

"Jq,

tEl onê !

""J,O""'ctJq

"11... .., "1F; 
qu,on appelle composantes
T dans la base déflnle en

est de dlmenslon n P*Q

de
1l

- Sorffne

S1

te1 que

[s+T]
Xp' t?1

et

[s+t)

(X1r....., Xp,
,À\ôYr,1.. t., I t

de

S

illl * o 
,u,

p

deux tenseurs

eo6q(e) et r€&
q

p tE) on appelle S + T somme de S et T le tenseur

,{ 1.,...ÿQ) . s[X,,r. ...., xpry',.,..., ÿq; + T[x1 ,.....,

J1""'Jo 
= §

1.r.....1,
J1" "'Jo
1,,.r...10

* T 
J1" "'Jq
l- -.....11p



Produtt tensorlel de

Soient T eJq 1E1
F

deux tenseurs

er r.q (El Ia relatlon

(Te Sl (Xr,...,

g q+1 bQ+er| ,. r., t ,

o+s

déflntt un É16men* o" J o*, tE) qu'on appelle prodult tensoriel de T et de S.

0n a alors :

,r*", YI,.,.,Yo*") rJ [X1,..., *p,Y1...?QJ rr*o*r,..., *o*",

= f 
J1"'"JO 

, S JO*r""'JO*a

L1""'lp 
'r*r""'lD*r

T est multlpltée par chaque cômposante de S.

= ;f Q*s tEl
F+r

Jr " " 'Jq+gtTosl I

11 " .. 'to*"

Chaque composante de

0n a donc

-/; rE)a Ii rn

- 1a multlpllcatlon est distrlbutlve

[T+S)(8n = TeR+SOR

Re[T+S] = RET+R.gS

- La multtpllcatlon est associatlve

(TOS)OR = TS(SOR)

Cependant 1e produit tensorlel n,est

Tes / s8r
* Exérhp1e dans tR2

12( X = x'e4 + x'êz
lt
I . 1 2 xoY\ Y - ÿ' e1 * y'a2

ET

YOx . *'r'
et en généraL x

Notatlon :

par rapport à 1'addltlon

en généraI pas commutatlf

Éx

+ xy
"1e"1 

* *1y2 "1Q"2 
* *' ut .2e.1

tz6 
"2

1
v

2

t1

21
v

8",,

/x

+x

12
v

, j@"2 *1y2 ,zs 
",1

22* xy
'z@ "z

0n conülent d'ldentifier l,ensemble des
scalalres

- Formulel de changement de base

tenseurs de type [0,0) avec les



. 
solent r6'{q rr:, [er) une base de E, t"J) base duale de [er) dans E*,

p
sott tErl une nouverle base E, trJ) la base duale de [Er) on peut écrlre

,1, 
I

E,
I

a(i 
"1

J

PJ eJEJ=

les matrlces c( et p sont

écrlvons T dans les bases

J1.....J9
T=J

11..,..lp

ï
ou "{ .P. Etti

,J
ou eJ . o(: EJ

J

inverses 1'une de 1'autre
1Ier) et IE'J

"Jro .r...|D "jo @ .'1 o !.r.re"tP

J1 .,...Jq
- Tt
-l

i1.....ip =rI o =- J2,,... o 
=.ro " .... r B ErP

a:to ..,(Drroe Ei1... griP

eÏ1 o

11 vlent

o< ... .....§(
T1 Ip

d'où

t2)

Prooosltton

Sl on se donne un changement de base dans E par Les formules t1) aLors
les composantes du tenseur se transforment par 1es formules t», Icomposantes
du tenseurs dans 1a nouvelle base en fonctlon des composantes dans 1'ancienne).

Réclproquement

Sl on se donne nP*Q 
""ulatres 

qul se transforment par un changement de basepar'les formules tz), t1 leur est assoclé une forme p+q linéaLre de 4[Q tE)
c'est-È-dlre un tenseur. P

ILa formule tn porte aussl 1e nom de "crltère de tensorlalité").

J1.'...Jq
T

11.....ip
L

1r 1p Jl Jq

F Jl " ....ÿro

i1 ip
D{ .,,,.J

11 .Ip
T'

Jt " "'Jq
11.....Ip

J1.....Jq

i1.....ip

11Jq
Fr', " "P:o



- Contractlon - prodult contracté

Solt T ud.q (El en tant que forme p+q J.lnÉalre on écrlt :

T tX1 , XZr....., Xp , Y1,..o.., ÿq;.

Consldérons Ia Klème varlabLe X, dans Ie p - uple (X,,, . . . ., *O)

et la ttèr" variable ÿeauns te q-up1e (y1,...., YQ)

(on suppose kgp et 0 çe).
L'expresslon sulvante dÉfinlt un éIément s a" / 

-1 
tE)

p-1

(3) s tx1,.r.., *o-, ,Y1,...., Vq-1: ' T(X, ,..., Xk-{,"irXk*1...,xp ,f,,,.,

Y'-t'"''Ye*''''r"Yo)

Les composantes de S dans une base Ier) sont alors

t4) S Jl....Jq-1 
= J J1,,,Je-1 , t"*,....Jq

11....1p-1 11 ...1g_,1 I ik*,l ....lF

c'est-à-dlre sous forme développée

J1,,,.,,, jP-1,1, Je*t.,...Jq
T

i1,....., 1k-1,1, 1k+1,....ip

J1....Jq-1
S

t1 , , ,.1p-,1

nl
1=1

Ce nouveau tenseur S est dlt être obtenu par contractlon du f1è'" lndLce
supérteur et du klème lndice inférieur.

Prodult contracté de deux tenseurs
ÀoSolt S et T deux tenseurs s e o(-tr) T e4- (El

solt R 1e tenseu" d" {Q*= (El oroduit î"n"ort"t o" I "a s
P+r

p = 1gs
0n cholslt un lndlce supérleur Iresp inférleur) de rang C dans T, un lndice 1n-
fériaur (resp supérleur) de rang k dans S et on peut contracter par rapport
à ces deux lndlces le tenseur R, on obtlent un nouveau tenseur

o+s-1
u e{ (E)

P+r-1

U est appelé prodult co_ntracté de T par S pour le klème indiee supérleur Iresp
lnfÉrleur) Oe t et le €tème lndice lnférieur Iresp supérteur de S)

0n note parfois :

k.
l-l = T@ S



2 I lgns g-rrs- p!- egpgse- Euç I 1d len

0n prend .dans ce paragraphe E = [Rn munl
habltuel, on ldentlfle E'avec rRn, 1a base (eJ) auate de 1a
déflnle (comme précÉdemment) par :

I : I .JBJ[e.].eJ . e. = 511i
De plus on B'lntéresse tout spéclalement dans ce

du produit scalaire
base (er) étant

paragraphe aux tenseurs d'ordre..2.

composantes contravarlantes Iet lnverse).

etBrJ="1."J

k

.§:
1

Passage

0navu

composantes

si on posalt

IgrJ s-

1lg- 
"t

des

que

i"* =

)"1 !

Consld6rons

covarlantes aux

tl 1 IC"=9.e"

et grJ sJk

passons à la base duale

1

"k = EkJ e" t ,e- ,er.

vlent :

tkg e*oee = ,tvterJ str

peut donc Écrlre T sous La forme

fols contravariant

"1€ "J 
r

d'un tenseur

t'J 
"1 e 

"J

2 fols covarlant

{ ne.

= e- et 1'on'peut plus falre

et contravariantes.

T=

un tenseur T deux

tkg e.8 eKP

I1

0n

ts)

Remarquons que :

Sl la baee est orthonormée ôIors e.

dlfférence entre 1es composantes covarientes

de

Bna:

t6)

Contractlon :

Sauf en repère orthonormé
deuxlème ordre.

SoltT = I Itj er8 e"

on ne peut contracter qu'un tenseur mlxte du

tke Bxt



0n ne pBUt contrecter que sur les tndtces 1 et Jr on obtlent èlors un
ecalatre qu'on appelle trace de T.

Trace (TJ . t1l

Cependant à un tenseur deux fol.s contravarlant on peut assocter ces composantes
mlxtea et prendre sa trace z

ï a !. "ko"8 or "k 
kl| - rkt r= s êL Of B r E "i

T - ,''p "i* "e - ,rn ,*t ere e(

d'où

trace tT) ' tkt gkt


