TENSEURS

I « Théorie algébrigue des tenseurs

Nous avions noté gue, pour des systémes simples, la puissance
ou 1'énergie apparaissent comme des formes linéaires. Si, maintenant, le modéle
du phénoméne physique étudié est décrit par g grandeurs vectorielles, dans une
approche linéaire, on généralisera le cas & une variable, & 1'aide de "fonc-
tionnelles” multiiinéaires.

1) Tenseur_sur_un_espace_vectoriel

Notations :

- Si E et F sont deux espaces vectoriels, sur (R, on notera B une forme bilinéaire
sur E,F, c'est~a-dire une application qui & (X,Y) € ExF asssocie B (X,Y) € R,
linéaire par rapport & X et V.

- Si E est un espace vectoriel on notera °4 (E), 1'espace des formes g linéaires
sur E jon a alors E¥ = &, (E) ; ol E est Jc dual de E si X € E st <ol (E)

1
S (x)

- Dans la suite E sera un espace vectoriel réel de dimension n.

on notera X

1a) Tenseurs d'ordre 2.

Ici E ne sera pas considéré comme euclidien (on n'identifiera pas une forme
linéaire & un vecteur).

Définition :

sotent et \,pé.o{[g] deux formes linéaires : la relation :

(1) (wey) (X, YI = H(x) . VYY) ol (X, Y) € E X E
définit'fﬁb Y comme un élément de oL (E), c'est=a-dire comme une forme

bilinéaire sur E. On 1l'appelle produit t%nsoriel de\?;xu*wl.

Proposition :

Soient [eil une base de E, (ej) la base de E'duale de la base(ei)

(ie e) (ei] - X‘i J . L'ensemble des produits tensoriels et ® e définis
par :

[ei 13 eJ] [ek, em] = 0 si k # 1oum#J (ou inclusif)

1 si k= 1etm=3}

est une base de°[2 (E)



-~ Si B est un élément de°[ 5 {E) on note (avec la convention d'Einstein).
1 J

B bij e® e

A : 2
-7, (E) est de dimension n

Démonstration ¢ O

Remarquons que

(eiQD ejj [ek, em] = ei [ekl . ej [em]. d'aprés la définition.

Soient X, Y 2 é&léments de E ; X = xi &y Y =y 8

i 14
B (X, Y) x~ y° b (ei. eJ)

posons b (ei. ejl = bi et remarguons gue si on pose

- 1 3
B bij e ® e
alors B (X,Y) = xiyJ

de 052[E].

J

]

i
ce qui démontre que les e @ e° sont générateurs

by

[1 faut montrer qu'ils forment un systéme indépendant.

Soient n2 scalaires;\ tels qgue

13
Aij ei® ej

n

0 (forme bilinéaire nulle).

alors

]
o

[A‘i eig>ej) (e, e 3 =2 Y k,m
m

J k

Ce qui montre que le systéme est libre

k m

Définitions
Soient maintenant EX = oC%[E] 1'espace dual de E on pose par définition

L2 (E) = “g (E*).  (en général of 7 (E) = dg(E*]. Et X, Y deux vecteurs fixes

de E ; la relation

X®Y) (W,y) = ¥x) .Yy v\p yeEe*

définit un élément de ,Lz (E) (de o[2 (E*)) qu'on appelle produit tensoriel de
X par Y.

Proposition :

Si (e,) est une base de E, soit [ejl la base de E¥ duale de [ei) : 1'ensemble

des éléments ei<® ej tels que :



ey ® o) (e, &™) = (e, . o) 0 stk AL mAS

J

1 si k = ieékm=]

est unse base de 0(.2 (E)
Si Pg€£ (E) on note
- pid
B b eiaej
gt dim OLZ (E) = n2
Définition :

Considérons 1'espace des formes bilinéaires sur E X E * qu'on note
1 1 =
Ll ey . By B) st (P SEX ¥ L gL\ €R

B est linéaire en X et .
La relation ot X € E et PEEX

(X %) (‘f', Y) =Wiix) . () définit un élément t:l(-:'c[1 (E).
1
gu'on appelle produit tensoriel de X par v,

PTOEOSition g
De la méme fagon les éléments de la forme : @ ® ej tels que :

1.
(eiQBJJ (", e) = 0 st kAL, mA

1 si k=1etm=]

1
forment une base de o(,l (E) et si B 604 (E) on note :

i
B = b e, ®e

J i

J

D'ol

' L 5 o o » »
- 1'espace (E) est noté E & E , on 1'appelle produit tensoriel de E = par E,
ses 6léments‘sont les tenseurs deux fois covariants sur E.

- 1'espace LE (E) est note E ® E , on l'appelle produit tensoriel de E par E
ses €léments sont les tenseurs deux fois contravariants sur Ea

*
- lespace o] (E) est noté E B E*: produit tensoriel de E par E, ses éléments
sont les tenseurs mixtes 1 fois covariants 1 fois contravariants.

Remarguons que :

9 E ot E ®E¥ sont isomorphes.




1b) Tenseurs d'ordre guelcongue :

Soient (p,q) deux entiers. sieL (E) est 1'ensemble des formes p + g linéaires

sur EXE....XE X EXE.. ..XE‘ c 'est=a~dire 1l'ensemble de T tels gue :
\/-"\f_\/

q

s ey Wq)——) T [X » ngunno-p Xp H Lf’1,.|...~,\qu 6_ [R

linéaires par rapport & chaque variable. Un &lément deccq (E) est un tenseur
P4 fois covariant, /q/fois contravariant,

Progosition

[x1,..-.r. Xp 3 L?1,|'.

1) 1'ensemble des éléments de la forme :

11

e” @ .....Qeip ®c B¢ tels que :

K T [~

3 em1,....., emq]

11 . ip
te G.....@e 68j1 srup e erql fek1,....., ekp

-U Si k1#i1 OU-----.---.--.-;---.J fm

1 Si k1’i1 Etl.lil'llllllllllj 2 m

forment une base de J?
p

(E).

q
i1) sS4 TéoL (E) on a :

p
j1llllqu i1 ip
T = "0 0800 LR B B B
T i1iiap & ® 8T a9 ®e4q
Jlesnws3qg 11 1p
avec T 11 . =T (e g Br s B auaaa, € ] gu'on appelle composantes de
' b 3 Ja T dans la base définie en 1)

g
1i1) d\p (E) est de dimension n P'9

= Somme de deux tenseurs

g g
gl B EOCD(E) et Te L 0 (E) on appelle S + T somme de S et T le tenseur

tel que :
1 a, . 1 g

(S + T) (x1,.....,, xp, N A 5(x1,....., xD.H” seeeen, ) 4 T[x1.......
X, 9, w9
P
et

jlllllj j 'll!lj J-.ll-\j
s+ T . . s7 ] 9

i"llli ill'lli i'..lli
P P



= Produit tensoriel de deux tenseurs

" soient T eo[.g (E) et sceﬁi (E) la relation

1 a+s 1 q
(TO S) [x1plt|' xp-!-r’kf'.”"f ]'T[x1)l.l, Xp.‘f ---?)S(xp_“',--., Xp+r,
g+1 g+s
\’( ’nuleP ]
g+s
définit un &lément de c[ - (E) qu'on appelle produit tensoriel de T et de S.
On a alors
Jlllll‘jq-"s jl'lllj j lll.lj
(T®s) =T L LI g+ q*s
i |ll.'i
1 p+r i1lll.lip ip+1llllliD+r
Chague composante de T est multipliée par chaque composante de S.
On a donc
g a 5 - g+s
o{p e L3 @® LI ©
= la multiplication est distributive par rapport & 1'addition
(T+S)@®R = TR + S®R
R®(T +S) = R®T + R®S
- La multiplication est associative
(T®S) ®R = T® (S®R)
Cependant le produit tensoriel n'est en général pas commutatif
T®S # S@T7
=~ Exemple danis2
X = x1e + x2 e
1 2 11 1 2 2 1
X®Y =xvy e,®e, + xy“  e,8e, +x"y e ®ec
1 2 1 1 1 2 2 1
Y = y e, + y e
1 2
x 2y e.® e
+ y 2 2
ET
11 2 1 12 2 2
= ® ?
Y ® X xy e, ®e + x'y 91892 toxyt oe,®e, ¢ Xy e, @,

et en général xzy1 # x1y2

Notation =

On convient d'identifier 1'ensemble des tenseurs de type (0,0) avec les
scalailres

=~ Formulesde changement de base




Soient TGio(q (E), [eil une base de E, (ejJ base duale de (eiJ dans E*,

) p
soit [E;) une nouvelle base E, [EJ) la base duale de (EIJ on peut écrire

1 I
E, = o(__-r ey ou e, -Pi E;
(1) P
EJ = (bj ! ou el =X =

les matrices K et p sont inverses 1'une de 1'autre

écrivons T dans les bases (ei] et [EI)

J1Illlqu
al
T = T 916 =08 0 Q 8, Q 811 e llll-Gep
1100e0.dp J Jg
\J1II|-.\Jq % %
T =T _ E;;® Ejpervi  ®E, ® e e..... @™
IT1.....Ip q
I1 vient
J1.eieiig i1 ip 31 : Jg . .
T = T (>< ........ D( % '-"'--nu? EJ1Q I-IQEJQQEI1-0-9EID
i1lllllip I1 Ip j1 Jq -
L
d'od
J1.....Jq Jleewes]g i1 ip I1 Jg
(2) T = T Gl smmus °§ (b . B
I1M.....Ip 11sewwslp I1 -Ip 1 jag

PrOEOSition

Si on se donne un changement de base dans E par les formules (1) alors
les composantes du tenseur se transforment par les formules (2). (composantes
du tenseurs dans la nouvelle base en fonction des composantes dans 1'ancienne).

Réciproquement
Si on se donne n" ¢ scalaires qui se transforment par un changement de base
par'les formules (2), il leur est associé une forme p+q linéaire de gﬂg (E)

c'est=A~dire un tenseur.

(Le formule (2) porte aussi le nom de "critére de tensorialité”).



-~ Contraction = produit contracté

q
Soit T6°Cp (E) en tant que forme p+g linéaire on écrit

1 q
T(x1| x2‘llll0' Xp' \? )llgi"\f Jl

Considérons la Kieéme variable Xk dans le p -uple (X1,..... Xp]
et la *?iéme variable ‘f‘gdans le g -=-uple (T1,..... Yq]

(on suppose kgp et € ¢q).

-1
L'expression suivante définit un élément S de VF (E)
p-1

1

1 g=ly o
(3] S [X1;-|n|, X _1 }\f s ey V ) T(X1pl-n; ngq,ei,xk+1...,xp ’V’ll!l,

p
LF 8‘1,81.‘\76"'1’..-”?(}]

Les composantes de S dans une base [ei) sont alors

(4] SJ1....jq-’l=T Meeedpay 1 j{+1....jq

i1..0.1p=1 i1...ik_1 i ik+1....ip

c'est=3«dire sous forme développée

j1||-qu"1 '_'n_ j1'llllll je"1,i, j@+1lll'qu
s - )T
i1nu'nip~1 i=1 i1)lllllj ik-1;i, ik+1jllIIiP
i i ieme .
Ce nouveau tenseur S est dit 8tre obtenu par contraction du £ indice

supérieur et du kiéme indice inférieur.

Produit contracté de deux tenseurs

Vs a
Soit S et T deux tenseurs S € of (E) Teo(p (E)
r
Soit R le tenseur de o(g:i (E) produit tensoriel de T et S

R =T7@®s

On choisit un indice supérieur (resp inférieur) de rang € dans T, un indice in-
férieur (resp supérieur) de rang k dans S et on peut contracter par rapport
a8 ces deux indices le tenseur R, on obtient un nouveau tenseur
g+ s -1
ued, (E)
p+ r =1

U est appelé produit contracté de T par S pour le kiéme indice supérieur (resp
inférieur) de T et letidme indice inférieur (resp supérieur de S)

On note parfois :



On prend dans ce paragraphe E = SR” muni du produit scalaire
habituel, on identifie E™ avec RN, 1a base (el) duale de la base (ei) étant
définie (comme précédemment): par :

. J
BJ (e,) = ej . e, = §
i i 5
De plus on s'intéresse tout spécialement dans ce paragraphe aux tenseurs d'ordre 2.

Passage des composantes covariantes aux composantes contravariantes (et inverse).

13 1

On a vu que si on posait g =e ,e et gij = e - eJ
. J
8y gij e , , k
j ij et gij gjk = S
8 = g 8y i

Considérons un tenseur T deux fols contravariant

T = tka e, @ e
k 4
passons & la base duale
e, = eJ g = i

K B3 ) “p g1 ®

I1 vient :

tke eke ee = tk&gkj g eier = t e @ej

On peut donc écrire T sous la forme d'un tenseur 2 fois covariant

(5) tij £ - g@J

Remargquons que :

'S1 1a base‘(ei) est orthonormée alors e, = ei et l’ogspeut plus faire de

différence entre les composantes covariantes et contravariantes.

On a :
ij i
(B) t =t =
1] J
Contraction :

Sauf en repére orthonormé on ne peut contracter qu'un tenseur mixte du
deuxiéme ordre.

Soit T = t} e @ ol




On ne peut contracter que sur les indices 1 et j, on obtient alors un
scalairs qu'on appelle trace de T.
i

Trace (T) = t y

Cependant & un tenseur deux fois contravariant on peut associer ces composantes
mixtes et prendre sa trace :

k k ki
T tk?_ e © eE or s g ey
| ¢ ki ¢
= ' @ = @
T t,P e, ¥ e tKe g e, ® 8
d'ol
trace (T) = t gki

ki




