INTEGRALES MULTIPLES

Nota : L'espace‘Rn {n = 2 ou 3) sera dans ce chapitrp rapporté a un
repére cartésien orthonormé fixe. On suppose connu la défmition et les pro-

priétés des intégrales multiples.

1) Calcul des intégrales doubles et triples, formule de Fubini.

Soit ‘@) un domaine du plan, f une fonction deeD dans R intégrable
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Si I = /j]’ f(x, y) dxdy
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alors on a :
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I t/;/ dy PIx,y) dx
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Ce quil exprime la formule de Fubini
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Intégrale triple
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Soit< un domaine dem™>, f une fonction de &) dans R intégrable soit & 1la

projection de O sur xoy parallélement & oz



Une paralléle & 1'axe oz coupe le plan xoy au point (x, y, o) € A et coupe
le bord de £ en deux points de cotes

z, (x,y) et z, (x,y) , alors s1 I = :ég?ki f(x, y, z) dx dy dz

D

OH B § = zzlx.y)

I-= flx, y, z) dz dx dy

A 21[x,yJ

2éme expression

Les plans de cote z (a¢ z ¢ b) coupent Dsuivant des domaines qui se
projettent sur le plan xoy en des domaines notés A (z).

Et alors

b
I = //F flx, y, z) dx dy dz
A(z)
a

2} Changement de variable dans une intégrale multiple.

- SoitQZ)un domaine du plan des x, y et f une fonction scalaire définie sur<£>.
on considére un changement de coordonnées (ou changement de variable) défini
par :

x = x (u, v) y =y (u, v)

tel gue (u, v) décrit O, (x, y) décritﬂ:). Alors on a :

f (x, y) dx dy i427;~ f (x (u, v), y (u, v)) ’ J ,du dv.
JaN

D(x,y)
Dlu, V)
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jacoblen de la transformation.

-~ Dans le cas a trois variables on aurait

44i;:¥(x'y'23 dx dy dz :ﬁﬁjff(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v.w)) 3l du dv dw

A

D (x, y, z)

ou 4 D (u, v, w)



] 20
évaluons I1 ~‘<£7— S dx dy
D

I
d b — — - —_ _
N
1
N i
! 1
_____ !
- 3 :.
=(3)  Xa(y) i
Appliquons & I1 la formule de Fubini
d xz[y) — d
i 30 i} 0 -
I1 = | dy X dx = I‘Q(xzty]. y) D[x1(yl.y]] dy
c x1(y) c

et 1'on voit que gquand y varie de c a d

¢

11 =’//J/, Qlx,y) dy (ol r est orientée dans le sens trigonométrique).
r\

Par un calcul analogue on montre que :
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Corollaire :
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Soit @ = W . dM une forme différentielle de classe C1 définie sur un domaine
2 . Une condition nécessaire pour que @ soit exacte (ou que le champ de vecteurs
U.dérive d'un potentiel) est que :

j () =JP dx + Q dy = O Pour toute courbe [ contenue dans SD
r r



Contre exemple :

P (x,y) = ; y2 Qlx,y) = = définie (x,y) ¥ (o0,0)
x“+y x“+y

dP . 208 _ y=x

D X Dy x2+y

Or j Pdx+Qdy = 2T # 0 (si | cercle de centre O de rayon 1)

o
Or P et Q ne sont pas de classe C1 3 1'intérieur de ff

Intégrale de surface

4.a) Aire_d'une_portion_de_surface.

Soit L une portion de surface de classe C1, i: se projette sur le plan
xoy en le domaine A, Spit n la normale unitaire a
Sur A considérons un élément d'aire dx dy, il provient de la projection d'un
élément d'aire dS de Z:)

Soit X 1'angle (e n) on a :

dS cosy = dx dy d'ol dsS =

et donc =

aire da L ,-l[/,j/A%_glx

Supposons gue M (u,v) soit la représentation paramétrique de .

v
=
Q

i deux vecteurs tangents a 2: en M.
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Soient e = et e =
u u Vv
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L'aire duparallélogramme infinitésimal dont les cotés sont euthjet evdv est donnée
par :

%
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du N evd,vl-\a—a/\ du dv
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_ Dly,2) _ D(x,2) _ Dx,y)
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et on a :

| >

— od gDest le domaine de paramétri-
. \/712 N J22 . Jaz dudv sation en (u, v) de 2_ .

Intégrale de surface = flux d'un champ de vecteurs

Définition :

Soient & une portion de surface paramétrée en (u, v) sur le domaine D , et
f(M) (ou flx,y,z) une fonction scalaire de trois variables]).

i} On appelle intégrale de surface de f surij et on note :

\

I =/:£}AF(M) ds =/£]} £exlu,v)s ylu,v), z[u.v])\/;12 N J22 N J32 dudv
b O

ii) Solent U un champ de vecteurs de composantes (P, @, R) et n un vecteur
normal unitaire 32 de composantes P

34 I 2
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\J1 + 3,743, \/31 v 3,7 % Iy 1,7+ 4, +33
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On appelle flux de U au travers de 2 et on note :

U.ndS = [/

y
/ 2 2 .3
> /DD \131 + 3% % 3,

\f 2,,2,,2
(PI*RI,#RI) NI 40,50 % i

soit

<ﬁf U.ndsS = /j;- [PJ1 + QJZ + RJBJ dudv

z D

- Formule de Stokes

[ e e e )

C2] et n un vecteur normal unitaire & Z . Soit aussi un champ de vecteurs U de

classe C1 alors



15/‘U « dM = /IZ’ rot U ¢ n dS
r N

La circulation de U sur [ est égale au flux de son rotationsl sur une surface
§- s'appuyant sur [,

>
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Soit:E) le domaine de paramétrisation deE: et r la courbe limitant=27.

U a comme composantes (X, Y, Z). Evaluons 1'intégrale curviligne

I i/f/-u , dMi;/ Pdx + Q dy + R dz ( " stant orientée)
n r

Ecrivons en fonction des (u, v)

u \

d X d L3z 3 x ;D 2
ij’()(r“' Yé-% +ZS-G]dU"‘ (xs—*Ys-% +Z§—%)dv

On va appliquer & I la formule de Riemann dans le plan des u, V

- (T LIV ; 3%y LD x2X 4y é.Z.]
I j[a% ‘[X'S'J*‘Y;% +23_\7) 55 [X3u +Y§u+zau] dudv

D

Développons la partie sous le signe somme

Termes en X

2
S A%y D Sx, ~Ox |(dX °Ox 3 Xy SXQZ:] S X
Sy * 5y "5y PSP "8y |9x 5y Sy dz5n 4 T AEN
_ax fax ax o, X 3y , X éz\_\ 3%x
du |sx 3 3y 3v Sz 3v Svu

En utilisant le théordme de Schwarz et en regroupant les termes on a :

D w3Xy LD wXy . X [ax w . ax 3y SX [az3x _ 3z 39X
s K59 sy S 5y |svs S0 svl T sz suwW sV Su

et donc on reconnait



o 3 x 3 3 3 X 3 X
N (XB—\?) -B_-\-/- (Xg-a] = a—-z— J2 "'a—-; JB

-~ Termes en y ; on obtient

S owdyy L 2 o 2Y 3y
— rsh 8y = 2L 5 . 2L g

- termes en z

2

2y

3z
(z S'\',']

En sommant et regroupant les termes on a :

_ 32 Y 9 X éz QY qX
I —JF,I (S—;’ 5—.2:] + J2 (g—z- g-)—('] + 33 (g—; %y)] du dv
4O
Ce gui n’est autre gque :

/£Tl?3% U v ndS
=

- Formule d'Ostrogradski

Soientzrune surface close(orientable) sans point double, U (P,Q,R) un

champ de_vecteurs, de classe c1, défini dans © domaine intérieur a i;, ainsi
gue surZ:, n le vecteur normal unitaire extérieur 3 D .

Alors en notant dV = dx dy dz 1'élément de volume on a :

b 9N

j/éd'tdeV =jZU.ndS

Démonstration :

Considérons I ijr’gg dx dy dz
O

7
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Q) se projette sur xoy en &, une paralléle & =z coupeEj en z, et z,



Appliquons le formule de Fubini & I

ZtiJyJ

Ij dx dy "'5‘ jfﬁ (Xan (Xay)J - R (XnYlZ (x.y]]]dxdy

A
21(x.y]

Si les composantes de n sont (a,b,c)
on a alors :

cdS = dxdyaurzzetcd5=-dxdy aurZ

I '/zf.R (x, y, 2) cdS
>

En effectuant un calcul analogue pour :

e

Il vient :

I+J+K j/(aP —§+§—§-]dxdydz -/f (Pa + Qb + Re) dS
Z:

Cequi démontre la proposition

1
~d'od

= Corollaire : Formule de Green

Soient ’)un domaine disa. limité par une surfacei: sans bord, orientabls,
de classe C , n vecteur unitairs normal extérieur é’t), et f et g deux fonctions
de classe C2 dans i{). On a :

iJjjng‘F dv = /jgradf.gradng+I gg—
11]}[ (g ¢ - £A5) dV=f/[gB —fi’-ﬁ) ds

Démonstration :

On a 1'identité , si U est un champ de vecteurs :

div (g U) = gradg . U + gdiv U



En

On

en

en

On

10

—
posant U = grad f il vient
>

div (g é?%d f) = g;zd g 4 g;éd f + g A F

integre cette identité sur ij:

jdiv (g grad ) dv =/// g?édg.g?adfdv+// ghf dv
D D W ;

appliquant la formule d'Ostrogradski au membre de gauche :

) ) <
jg[gradf.n]d8=// gradg.gradf‘dv-ﬁj/fgbf dv
o D D

S

-+

on obtient 1)

-
rematquant que grad f . n =

o/
3

applique 1) en échangeant le r8le de f et g et on retranche, le terme

g —
jéz? grga g . grad f dV disparait et on obtient 1i).
19)



