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?
CALCUL DIFFERENTIEL DANS F-
!IEI'TIITIEEIIITI!IIIIITI!I

La notlon de dlfférent'l..ol'1e

- IllrsÉugllel

Considérons une fonctlon f de IR dans lR' examinons

équtvalentes pour 1a notlon de dértvée'

1l

aJ Une apPlicatlon f de tR dans IR est dérlvable en

existe, et si onf[xo+h)-f[xo)

quelques

xsio

pose :

déflnitlons

11m

h j o

a = llm
h+o

f [x + h) - f [x-)' -"o 
O

h

avec €- tn: qui tend vers

on peut écr1re :

f (x^ * h) : f (xo)*an*n ftn)o_

f [x
o

+ h) - f Ixr)

- a )0 oubien

h-5 o

0 quand h '-; tend vers

bl d'où 1a nouvelle formulation

f est dérivable en x- s'il existe
quand h tend vers 0 tels que ' 

o

f [xo + h) - f (xo) + ah + h É(h]

If (x l
aO

1.1.) QÉlini!isl
Soit f une fonctlon de IRn dans FP

Les bases dans IRn et fRF étant chotsies' f est
[1 e de IRn dans fR) dÉpendant de n variables'
Soit :

a É F,c[ e th] qul tend vers 0

et a est aPPe1lé dérivée de

1n e l, 2t 3 et P' 1, 2, 3)'
donnée par P fonctlons scalaires

En généra1 on pose a = :* I."
fenxo

Remarquons que :

sihvarieetxoestfixéy=êh+f[xo)estl'équatlondelatangente
àlacourbey=f(x)enxo,onapprochedoncunefonctlonparunefonction
1inéaire, de tel]e sorte que Ia différence soit un inflniment petit d'ordre su-

pérleur à h.

D'où en généralisant cette notion on est conduit à :



,:

ft [xrr..r.., 
"nJ

fi = [h1,....r, nn) étant un vecteur deRn on notera lnlsa norme'

0n dlra que f est dlfférentlabls en [xor,..r.., ,on), sl 11 existe une appll-

catlon llnéalre L de rRn dans rRP, une foictlon €tnl de tRn dans RP tel}es que :

f [xo1 * hol, *oz * h.r....., *on * hn) r f [x",,,..r.., Xon) + [- (h)+ ;nl[fnt

avec É (h) qul tend vers 0 quand I hl-) 0

Renrarquons que

L dépend de [xo,,,....,xon) et que h ----) L (h) est Ilnéalre [en h]

ExêmplFs :

Notons X = (xr,...,., *n) et h [h1,.....' nnJ.

il Solt f 1a fonctlon de tRn dans [Rn constante.

f(X)rfl A-[a,,,....., un).

f(X+h)afl
. etf tX+ h) -ftx) =0d'oùL=0 [ausensdeapplicatlons) et
(-r I
La dlfférentlelle de f est 1'appltcatlon nulle.

11) solt f une applicatlon de rRn dans IRn afflne :

f (X) r l- tX) + fl ou B est un vecteur constant et L une appIl-
catlon Ilnéalre.

f [X + h) - f tX) r l- [X * h) + S - (L tX] + B) r l- [X +h] - L tX)' Lh

La différentlelle de f est alors sa partle 1lnéaire L.

tli) Si on note (4, B) 1e produit scalalre de deux éIéments de Rn

consldérons I'appllcation f (Xl = lXI2 E (X, Xl . detRn danstR.
Calculons sa dlfférentleIle.

f (X+ h) = (x + h, X + h) . (X, x) + I [x, h) + (h, h)

C'est-à-dire:

ftX+h).f(X) +l tx,hl * lhr

f tx, , xrt....., xnJ ' !

I

,
I

:

f [x-, X-r,.r..r x )plzn



sl X est flxé en Xo 1 'appllcatlon h l----â L

llnÉalre de lRn dans R. Et sl on pose t thl
férentlable, sa dlfférentlelle L en Xo est

LXo thl t ) (Xo, h)

La dtfférenttelle d'une appllcatlon f est

Dfro ou f'*o on écrlt alors :

f Ix" + h) - f(xoJ'Df*o (h] + \h\ [.(h] r

(Xo, h) est une aPPllcatlon

=lhll'appllcatlon f est dlf-
1'appLteatlon

notée souvent :

â

/_ ur hi
{= I

plus générale d'une forme llnéalre

3§-. L_ ".h, 
* lhl É-tnl.

1'1

cholslssons h = [h1, 0,0) '

ln,,l L t',,:.

f'*o th) +lnlItn:.

1,2.) Identlf!çe!lsl-Ée-1e-É1ffÉren!1ellc

0n va travallLer dans tR3

aJ Cas d'une 'fonctlon scalatre '

Si f tXe ÿ, ù est différentlable de tR3 dans [, Df est alors une

forme llnéaire sur IRS, or 1'ensemble des formes linéalres d'un espace vec-

torlel est Ie dual de eet espace. Mals sl on considère que{R3 est euclldlen
L'ensemble de formes 1lnéalres sur R3 s'ldentlfle à R3'

Consldérons 1e cas généra1

Solt L une forme llnéalre sur [R3, solt e,, , ez, e3 une base de IR3 alors

h = hre., * hzt. * h3 
"3

L thl - h,l L[e,) * h2 L G) * hu L[er) '

avec at = L (e1), cecl est 1'expresslon la
déterminons 1es a,

On a au polnt Xo, ÿo, =,

f (xo * h1, ÿo * h2, zo + h3) - f [xo, ÿo, =r)

Cette relatlon dolt être vérlflée pour tout h'

f [xo * h1 , ÿo, =ol - f [xo, ÿo, ,o) o 
",!h1 

*

solt encore

f [x +
o

h.1, ÿo, =o) - f [xo, ÿo, ,o)
t u1 * \n'tl

ht

0 quand

Ltn,,l

hl -+ olhrl
Dr:

n1

lhrl Irnrt-rht

L,expresslon de droite a une 11mite qul est u1:.don" 1'expresslon de gauche

uu""i, qul est Ia dérivée de 1'application paitielle à une varlable

xl-_-_-_;f (x, Yo,to) enxtxo

ht

est borné donc



0n Ia

à+
àa
et on 1'appeL1e dérlvée

En opérant de même pour

f[xo + hr, yo * hz, =o 
*

àf. 
ü [*o' ÿo ' zo) h,

note :

(xo, ÿo, zol, t', [*.rÿo, zo),

4

partlelle de f

les deux autres

hSl -f (xo, ÿo,

+ lhl t tn).

àxen

11 vlent

[x , v ,o -o

f 
,1

par rapport

varlables
. àf, I r-o ox

I xo ' ÿo' 'ol

[x ,
o

zl
o

ÿo, z ),
o

rr,,*§ rxo' ÿo' =Jhz

Notatlg,jns :

1) Sl on pose : h
dits du 1er ordre et f

= [dx, dy, dz) dx,
fxo + dx, yo + dy, 

=o

dy, dz étant des
+dz)-f[xryto -o

lnflnlments petlts
z ) . df .

o

Pour [x, yr z) . [xo, Vo, .o)

Et on confond 1'applicatlon avec Ie résultat
dlfférentlel1e de f.

de 1'appllcatlon en appellant df

(après numérotatlon convenable
des varlables).

Remarquons que 1e terme (h) e lhl contlent des lnflnltéslmaux d,ordre supÉrleur
[Éventuel].enent dxz, dxdy, etc..,. o)

11) Sl f est dlfférentiable sur une partle JI 6" IR3 on note alors :

àon .:* o- .:+ dy . }.| dz sans préclser 1e polnt,

et sl on utll.lse la eonventlon d'Elnstetn qul consiste à 6onrner deux lndlces
répétÉs on note :

df = f,t dxt ! è f dx.
èxl I

3

.t-
1.1

111) 51

a alors sl

-\dlY .
----ànote grad

ona

con suppose lR"

0M.xre,
dx. B-11
^àfï I rï91oxI vecteur gradlent de f

rapporté à une base (e1)l ,l,erSorthonormée

0n

0n

et

(z)
--> 

--)
df . [gradf, dll)

---> .-)
df = gradf .dl4

Iprodult scalalre)

Remargug

La reLatlon t1)
sens que sl Ia base

est touJours vaIable,
est orthonorm6e.

0n note souvent

àr+- dzàz" df .H dxDf [dx, dy, dz)

tandls que 1a relatlon (2J n,a de



bl Cas d'une fonctlon vectorlelLe - lÏatrlce Jacoblenne -

Solt f une fonctlon de rR3 dans lR3, représentée dans la base
3

f(x,ÿrz)- ( f{[x,ÿrù e1
1.1 J'

(e, ) par

Dans ce cas la différentlell.e dolt Être une
qu1 est représentée par une mêtrlce dans la
flclents de cette matrlce.

Remarquons tout d'abord que :

f[xo + h,,, yo + h2, zo + h3) - f[xo, yo, =o) 
r

3I
lr

va proeéder comme précédemment, c'estià-dlre
Ih1,o,o)

=l
ft Ixo + hr, Vo,

- -ùf1 r

"11 =fi tx

-L=Z

îZ [xo * h1'

-à 
t,

à*,

-i=3

f^ [xo + h,, ÿo, zo)r 
à{"d'où u31 'ÿ'! (xo' Yo'

En cholsissant h = [0, h^,
puis ceux de Ia troisièmÉ

appllcatlon 1lnÉalre de tR3 dans lR3

base (er), solent ta1, ) tàs coef-

,, 
If, Ixo+h 1,Y o*hz, zoJh3J

f.(x,v,z))er
1 0 -o o f

Ce qul slgnlfle que
3

\
df. ) drrel

1.1
et donc pour I o '1, 2; 3

frIxo+hr,Vo+hr,zo+hr) - fr(xo,yo,ro) r
3

L
1.1

urJ t -lr,\€, th)

0n

[=

-1

en chotsissant des h partlcullers.

(h).

€ th).

d'où

zù-f, (xo,yo,zo)'"11h1 . (n,,) E,

o' ÿo' =o)

d'où u.j

ÿo,.zo) - îz [xo,yo;zo] . rz1h1 * tnrt

[x , v r z ),o -o o

ts (xo, ÿo, zo) .u31h1 . I h.l e a thl .

z ),
o

0l on ldentlfleralt Ies éIèments de la deuxlème colonne,
en prenant h = [0, 0, hr). 0n obtlent donc :

Xr *Z=Y,xr=z)"rJ "t r'r E



Proposltlon :

Sott f une fonctlon
3

frff{e{r
i-;-1- r I

Alors sl f est dlfférentlable, 1a dlfférentlelle de f est reprÉsentée dans Ia
base tel) par une matrlce de coefflclents t"tJ) (1 lndlce de llgne, J tndlce
de colonne) avec :

èrr
Él r--rJ à x.

J

de fR3 dans IR3 qul s'écrlt dans

fl "i

la base [ei)

rf ,1, 
J

etona

(3)

La matrlce
Jacoblenne

----5grad f

et donc

t4)

de coefflclents
- on note :

> fj àft
'"1 o'2

§fzàfz
o*1 o*2

u f, èfe
t*1 è x2

->
dl4 est lcl 1e vecteur colonne
matrlclel

-\-)+
61.gradf.dN

notera auesl : -

est appelLée matrlce gradlent de f ou matrice

Ie prodult étant prls au sens du prodult

tutJ l

bfr

%
èt,
%
br,
§\

fiii )
0n

ts) ott = tl,J o'J

Définltlon :

Si f est une appllcatlon de IRn dans IRn, sa dtfférentlelle est alors
une appl.lcation Llnéalre de rRn dans [Rn, qul peut être représentée par une
matrlce carrée n x n [1'espace de départ et d'arrlvée étant rapportés à une
même base). Le détermlnant de cette différentlelle s'appe11e Ie Jacoblen
de f. 0n note Jr.

dét(=)J" = dét tgîË"0 r: r
\a*J /

On note ausst :

r _ D tf1 , f2,...;.,fn)
'f æ



Remefoues :

1) Sl on coneldère melntenant une fonctlon de lRn dans lRP.

?

f r /-
1'1

ft (x.rr.r..., *nJ Bl

1-<lr<p
1 <J < n

ta dtfférentlelle o" ,"f"t"r""Lo=1itée dans Ia base (el) (0n considère aLors

olnf [n,p) comme sous espêce deRsup 
(n,pJ) par une matri." à p llgnes et

colonnes de coefflclents [a ) avec :
1J

èrlurJ'üÇ

Les relatlons [3), (4J, t5) subsistent encore.

11) La relatlon [3J Justlfie 1.'Écritu1" a" ffi = dXr 81.
En effet at on consldère 1;epplicatlon qul à tr,, , \2, xrt ,Èso"le le vecteur
posltlon drl = *r", on a alors' : 1

+
d0lvl =

)
dll = dxre,

1111 Dans certalns cas pour étudler Ia dlfférentlah-l1ité d'une
on dolt revenlr à la dÉflnltlon généraIe car :

- Sl une fonctlon f admet des dérlvées partlelles
pas néeessalrament dlfférentlable en cB polnt.

èfr
5; en un Po].nl ,

J

àf,
- Cependant sl tous les 5;f exlstent et sont contlnues sn ce polnt,

f est alors dlfférentlableJ. ICette condltlon est sufflsante).

fonctton

f n'est

la fonctlon

'1.s. J l41sÈErel-dep-É1ffÉrel!1eIIss

1J LlnéarltÉ

Sl f et g sont des fonctlons dlfférentlables de lRn dans mp, ; et p
sont deux scalalres alors

La fonctlon h . Àt * / E est dlfférentlable et on e :

dh' >df

-\gllad h ,

*)tae
:\ ::\r eËo , . 

feFad 
g

11) Composltion des appllcatlons

Solent f de lRn dans rRP et g de-SP dans tRQ, deux foncttons dlfférentla-
bles, Ia fonctlon composée h = E o f de tR" dans IRQ est dlfférentiable et on a :

(61

Le prodult étant prls au senË du produit de matrlces [ou de Ia composltlon des
appllcatlons )

-\erda n = grad (g.f) . ftae



Cecl exprlme La

ht [x,,r....., Xn

relatlon de dÉrivatlon

) r gl tft [xr,..,.r,

sulvante :

xn), . . r. .,

17)

0ù on a posé

CortIIê1re:

ÿk ' fk (x,,r.....' xn)o

-4 Solt f une appllcatlon de rRn dans Ro, dlfférentlable et lnverslble solt
f son appllcatlon lnverse.

Alors :

+

a) grâa f est une matrlce lnverslble
. -4 I

ft-.û f ' est dlfférentlable &;:.>-'
-/ -> :\ -4.€1 et gr-ad f . grâ-d tf ') r f (matrice

En effet
-4f 0f '

avec ld

:\0r grÉd ld = f (à

d'où àn dlfférentlant

de
dy

Exerhole
t-=-

â(?r l;7;î;î *r' = f (x,,, *2, *s).

[*,,"r+xrer+xrer).
grad f = 2x1 el 

)gs-1ï
dy 2{r- )

bhr

sT
àsrq àfn

srç t k.1
)tt
ùÿr

,k''*)

c,estùà-dlre que f gÈ.r t:-1 = Ëo tf
ona:

= 1d ldentltÉ

[x,,, ,....r, *n) I

:\è-1
gr6d f , grad tf ') r 7 ce qul

Cas par!1cu1,1ers.d.e ( 6),. e.t_exêmÈleg.

a) f rRn ,tR et gH-->rR

E o f [x,,, x2, *sJ . g tf
0n a alors :

gràa (g o f)

de tRn dans lRn

x.e.
11

vérlfler)

Ia relatlon et en

(par exemple

Ix,, x2, xr) ) .

tenant compte de [6).
démontre a), b), cJ .

to [xrr....., xn)).

n. 3).

Posons y = f(xr, xZ, *aJ .

((",1 - ,"'

ldentlt6 de tRn)
-1)

grdd f
ÿof

=\f; avec x1

1

grad Ig.f) r

**2



ôqu'on peut vérlfler dlrectement, en ealculant à fqo+l
à*r

b) f tR;, tRn et g tRn--+ fR

h = g; t rR--+lR

f(t) . xrIt) e1

xr) e u'r, = g(x1 , xz, k3),

(t) . E Ix,, (t), xr(t), xrIt) ).

--à,. àqgraog';î 
"i1

gI.50
dt- dt -r

\s
àx.

1

x, . x, [t)

h [R2 rR----2

xZ, *S) et consitiérons

[r1, xz, xr), g (x1 , xz,

r €rR

Ixr, xz,

aI ors
h

etona:

J
t

.dhet aE

e) f rR3-; rR ,

Posonsx=f[x.rr*2,
dans rR"

Yr"r,xz, rs) r I

g rn3--* rn

*:) , y -2lxr,

(x,yJ r I tf

la fonctlon de tR3

x^) )
J

Alors

dÿ'

dY'

dl Solent f
0nconsldèreh=g
Alors 1e Jaeoblen
noter par :

àh d+àx

àh ,à f
àx 'àx

1

etg
.Ê

O l,

deh

àh
ày

dx, )

dg

.S ,*i o.r,l,r 
= E

deux appllcatlons dp tRn dang rRn.
1'appllcatlon de [R" dans ]R" composée de f et de g.

est Le prodult des Jacoblens de g et f ce qu'on peut

x.f

Jh . Jg Jf ou bien

h [x,r,..', *nJ o g tft (x,r,..., xn), f z [x,,, xrr.,,r xn),..., fn(*,,,...,XnI.

Dth1,...,h) _ D(g1,82,.,., BnJ Dtf1,..,.., fnJw'm w
Cette relatlon est obtenue en prenant le détermtnant des deux membres de 1a
relatlon [6).



1 .4,) D9TLvées d'oqdre sgrÉrle.ur

encorB,"" :::::::ï:: :":":;:::::: :: :"::'::::";"11.:""""".']u:,#= 
""'

partielle" O" 
# 

par rapport aux 3 variabl.es x1 , xZ, x, Qul sont !

.à (.rt\, :- (èi\, È ( èj \ o,,on nore :t5î \\\-/'àt \§xr/'.*, \è"r )

bzr è2r à2rq'ry '5.*
ou blen ," *a, , 1" *2 , 

, t"ru*,,

ou blen 1, 1j t f ,21 , f,31

D'Une façon général.e, solt une fonctlon f de n varlables.X1,....., xn on peut
consldérer Les dÉrlvées partielles k 1èmes de f qu'on note':

àkr
b *i1 x!2,'..Xln

Déflnltlon :

où 1es X11ro.,.r x.n sont prls parmis 1es vartables

X,, r . r r o . r Xn.

Une fonction est de classeKk, sl elle admet des dérlvées partieltes leri
2è'",..r.t, k1è'" par rapport à toutes les varlables, 1es dérivées *lème étant
des fonctlons eontlnues par rapport aux varlables x,,, xrt.,,,,t *n.

ExérhpJg :

Sl f est une fonctlon de 3 variables x1, xZ, x3. 11 y a 3 dértvées partlellee
du 1er ordrs.

èç è-r à fA1,;E '§E
I dérlvées partlelles secondes

à2r è2r à2r à2r à2r à2r à 2, à2r è2r

ry' §Ç.'èEq' V' q2' W'ry'è;E' ry
11 y a 27 dértvêes partlelles trolsième

à3r )3r ô3ràT ry,ÿI?i etc""'

11 y a 3k dérlvées partlelles k1èms



En gÉnéral ehaque fonction de n

11 se pose cependant un problème

b2r \',

vartables à nk oérivées partlelles k1ème.

a-t-on par exemple :

) 3,
O 12*1 à*1 *z

à3*
ou blen r\zo *z*1 à x1 x2x3

Théorème de Schwarz

Si une fonctlon est de "L"r="(6k, 
on peut lntsrvertlr 1'ordre de dérlvatlon

Jusqu'aux dérlvées klème

Plus slmplement sl une fonctlon est de 
"1-==" 

E2 1es dérivÉBs "crolsées" sont
égales c'est-à-dire :

t, rJ . t,Jl

Dans
et donc muni du
d'arrlvée pour
f,lxe sl 11 est

1.5. J Analvse vectorielle

v IrJ

ce paragraphe on
prodult scalalre

1es fonctlons R3

1,J - 1, 2o,o,., n

va travalller dans tR3 consldéré conrne
habltuel. En tant qu'espace de départ

euc 1 1d ien
et

dlrecte
consid6ré corrne ace vectorlel ou d'un re flxe or onormé

rect [0, e B-r ê^l sl 1l est consldéré comne espace afflne.

Remarque :

0n appelle champ de vectêurJune applicatlon d'un espace afflne réel A de
d1mens1on3dans@1e1J,àunpointonfa1tcorreSpondreun
vecteur: champ de vitesse, champ de force, champ magnétlque etc...

Le modèIe de 1'espôce physlque est un espace afflne [et non pas un espace vectorlel)
mals pour ne pas alourdlr 1'exposé nous confondons souvent A et tR3 t (cornme nous
1'avons falt précédemment) I 11 faut cependant être prudent, cet abus de langage
peut condulre à des erreurs.

L'ldentlflcation se falt conrne suit :

sera munl d'unÉ base (elJ orthonormée

A munl du repère [0, "1,"2 ,"3) [ [e,, , aZ, 
"g)

M de cet espaee on associe Ie vecteur posltlon

* *z'2 * 
'3"3

Solt

à un potnt

0l'1 - xre,,

est une base de lR3)

de ['1, [vecteur ae nq3J

Cette ldentlfieatlon ne se falt que =1 @.
Définltlon :

0n appelle forme dlfférentlelle de degré 1 une forme ltnÉalre en les
varlables dlfférentlelles dx. Ip1us exactement une appllcatlon de A qul à

tout polnt de A fait correspàndre une forme Iinéalre en 1es varlables dlffé-
rentlelles dx.l ; soit w cette forme on a :t=o

w [x,,, xz,.!..., *n) - 'u, pl (x,,,....., *nJ d*1



12

n

Autre notatlon: Consldérons V [x.1,...,., rn)' I pl [xr,....., rnJ rl
1.1

Le champ de vecteurr on peut écrlre alors :

rr = V.dll produltscal.alre

0n dlt que La forme rd est de classe "k =1 le champ de vecteurs V est de classe
cK (chacun des p1 est une fonctlon de classe ck).

Problème

- Solt t, une forme différenttelle, exlste-t-11 une fonctlon scalaire f de
fRn dans lR te1le que :

ro . df ou blen V - grad f

SL ro = df on d1t que rrr est une forme dlfférentlells exacte ou bten que*Je ehamp
de vecteur V qul La définlt dérlve d'un potentlel. Iscalalre)

Théorème: (n.3J

Pour que Ia forme dlfférentielle trt de c1as."B1 solt exacte [ou que le champ
V qul la déflnlt dérlve d'un potenttel) il faut et 1l sufflt que :

àR .èQ
ô Y èz
àp ôR\- = Uo z ôx

à o àP
= llàx èy

Le potentlel scalalre dont d6rlve V est alors déflnl à une constante près.

Dérironstratlon :

0n donne la dérnonstratlon dans 1e cas n . 2

a) Sl ur est exacte alors 11 exlste f tel que V dx, dy on ait :

rrr.pdx*(dv=à-f dx àf- à" -, * S, dy = df

à+d'où P =o* "t e = § sl o est de classeE' t est de "1u=="?2 d'après
1e théorème de Schwarz :

à2r è2r
=-àyx 5xV

àp àqt-ày àx(=)

La conditlon est donc nécessaire.



ul Iel!rgne-gglelle-ee!-suflleenle
è p te,

Supposons Si . 
§ et cherchons sl 11 est possl-ble de détermlner f

telle que , ' H et 0 = $ on dolt donc lntégren ss système d'équatlons

aux dérlvées partlelles. 0r on a :

/x
'* ' PÇ=3 r(x, v) ' ) P[t'v) 61 * Jtv)

*o
Posons P(t,y) dt ' R [x, yJ

Sl f exlste on a f (x, y) r ft [x,
dépendre que de y.

I
llals on dolt aussl avolr

x
( 9: rt, y)dt) >v

0
dq

"ny ài = Q(x,

d'où Y-l
to

où C est une constante

et donc Ia condltlon de

C'est-à-dlre :

àY _ è ( çrÿ. = * l) 8(x'
ô

Solt encore :

Cofr,*" §

et donc la c
flsante.

Déflnltlon :

Solt V un champ de
dans une base orthonormée
flni par :

,'X

(o tr, =: -)
0

est continue (=> àJàx

de possibillté est remp1l", Y exlste, 1a

posslblllté est qr"9ne dépende que de y'

et ne dolt

différentlel 1e

Ix, z]

conditlon est suf-

composantes IP,Q,R)
de V Ie champ dé-

13

àf rL,
>y

dç+-fE

dv' -X
v) -/

0

yl *ÿty)

o"ü.àR*ày è y

Q [x, y). 0n

* 
(t' vl

où ÿ est lnconnue

gY et doncJy

obtlent 1'équatlon

dt

+Ca) o'àp
al

z) -( . l: rt,)n ôz

tt,z)

=ta)a) r g

7v
-1, i ,) -èJ (x, ,l-lèz ) dzà0_r [X,JX

_ à_3
dL

onditlon

VY

vecteur de classe
dlrecte (el), on

t 1 detln 1 par ses
appelle rotatlonel



-àrot v

Ce qu'on peut enco

1

rot V èx

P

0n a alors Ie

ThÉorème :

LaCNSpour
scalalre est que

.(* 
*)"3

/>p àR+t 
- 

- 
-\è z èx

\ -,.- àQ

I 
- \* -'t-z

j

crlre à I'alde

"3 I

àz I-l

1AèQ
;7
àR
à;

àp
)y

rre 6

ô"2
à

5t

0

è
a

à

à

à_B
§y
àp
ü

èQ
àv

à_

ô

à
z

I
x

e

à

)", )",

du détermlnant symbollque :

qu'un champ de vecteur V de clas="81 dérlve d'un potentlel

(8)

0n dit que V est lrrotàtlsnnel.

- Divergence d'un champ -

Solt V un champ de vecteur de elasse C\, considérons 1'appllcatlon liné-
alre L qul est sa différentlelle, on peuÈ considérer Ia trace de cette app11-
catlon 1lnéalre (qul est un lnvarlant de L).
0n sait que 1a trace d'une appllcatlon llnéalre est Ia sornrne des 61èments
dlagonaux de 1a matrlce représentant cette appllcatlon dans une base.
Cette trace est appel1ée dlvergence de V, on note :

-\dlvv=tracefÉE'a V)

encore, sl 1es composantes de V sont [P, Q, R)

(s)

Ce qul s'écrlt

dlvv =H.§-#)
En notatlon lndlclelle

div V - Ur,,

Lap laeien

avec V., = P, Vr=Q, V3 = R

aJ Lsplaclen scalaire:

Soit f une fonctlon de IR3-.lR de 
"1r=="?2,def)1

t 10)

rateor déflnt

a.ç = div rgÊo rl " *è*,

Af r f
,11

*à"*à'u
àv' è 12

on écrltA f (ou laplacien
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tlplaclen vectorlel

51 par eontre V est un champ vectorlel de cLasseBz on po="

une matrice dont

1(1(3
1-<J53

Les coefflcients sont des

(11)

Àv- ur,JJ 
"i

Divergence d'un chgmp de matrlce

Sott A = (ôU (x,, xZ, xr))

fonbtlons€1 o, [Rn dans IR.

dV

sont formées en prenant 1a" dlvergence

aLors

ce vecteur est obtenu en prenant la

w.

Tout d'abord considérons Ie lemme suivant :

- A toute rnatrice antisymétrique w on peut assoeier un vecteur -r1-tel
V X vecteur de tR3 on ait :

rr,r o f, = -{L^X (w, X produit matricielJ.

Dénontratlon

Dlre que w est une matrice 3 x 3 antisymétrlque c'est dire que tel =

Donc Ia forme la plus généra).e de w est :

/ o -*, '2 \
/\r^, = ( ,3 0 -11 

l\tt-*, *1 o /
' /*, \,t

Si on considère 1" y"slsrJr fL = | ,Z J on remarque que pour tout

\* I
3

supposonsque 
^=*?"

0rona:
A v = [v-. ,) , les eomposantes deÀ vlrJ ,J :--,
de chaque vecteur J.igne de gf-ad V, on pose

A v = div te;?o v: et on dérlnit

dlv A = vecteur de composantes (urJ),J ,
divergence des lignes de A,

f nterprétatlon du rotatlonnel d'ul"harp,,

ona W - )( = !-LAX..(ii)

Le vecteur-rL s'appel1e
_rL = adJ

le vecteur adjoint
Iw].

0n notedew.



Solt malntenant V un champ de vecteurr posons :

gr6av.e + w

où

E . -gradv I grad. v partle symétrique de grad v
2

=à+è-->
w = grad -v ; "ErFÉ -v partle antlsymétrlque de gràd v

2

t t gÈa V est 1a matrtce transposée de 1a matrlc" fr?a vt

0n remarque alors (en falsant les calculs) que

t12) rotV = 2adJ[w) r :\ + 
--)êdJ [gr6a v - "grdlo v)

Cette relatlon est alors valable Dourvu ou".ÈO V solt exorlmé dans une base

orthonormée dtrecte.

, 't o 6. I Eeeeel:-Ée-gÉguÉ!r1e--d1f !Érel!lelle

- Dér1vée suivant une dlrectlon ou sulvant un chemp de vecteur.
Solt une fonctLon f de cIass" C1 de IR3 dans RP (.p . 1, 2, 3).
Xo un polnt de tR3 , V un champ de vecteurs dÉflnl en Xo.

Consldérons la fonctlon de IR dans mP Oéttnle par :

t | >ltt) - f (Xo*tV[Xo))

0n appelle alors dérivée de f en Xo sulvant V 1'expresslon

d.{l f §
:-'r = Ii- (xo + tV (Xol) - '!Xol
dtl --' t

IIt=o t- o

Ce qu'on note D, , tXol ou H (Xol

Proposltlol:

Dans Ies condltlons précédentes on a :

a) Dv f (XoJ . g;.-à f . V [prodult scalalre) sl f rR3-> fR

b) Dv f txo) r gradf.v (prodult matrlclel) sl t rn3-*ni3
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Ce
0n

résultat
rBmarque

est une consÉquence
que sl on cholslt V

dlrecte de la formule de dérlvatlon composée.

= el un vecteur de base on a :

èr
è"1

. >f
àxi

Sl Ie champ de
surface E , on

-rgraol.nàn

Propôsltton

Solt f une fonctlon de fR3 dun" tF et E un" surface Ae [R3 [toutes deux

de classe gl) les deux proposlttons sulvantes sont équlvalentes'

1l t l» = cts [f est constante "u" f ) '
àE:

vecteur est déflni conme I'ensemble des vecteurs normaux à une

appelle dérlvée de f sulvant n, dérlvée normale de f et on note

111 cgiËà r, T = o V T veeteur tangent

t-,( grad f est normal à E

Solt f"

alors f

et donc

dq I tt
dt

paramétrée par xrtt) une courbe tracée =,tI '

l"' cte (:) ÿ tt) ' f fxr[t), xrtt), xu[t)J ' cte

11 est équlvalent de dire :

= àf dxi
àxl d t

= xa [t)

dx,

;-Ë est tangent à

T = 0 "orr" 
Ï" est quelconque T est quelconque

*1

r' donc à EOr te vecteur T de composante

d'où :f ' s (3 F"o t
d'où Ia proposltlon.

- Représentatlon des surfaces rvecteur normal -

r1 exlste deux modes de représentation des surfaces

Par une relatlon f [x,,, xz, rgJ I [ [ou x, = g (x1' *z) par exemple)'

C'est Ia reprÉsentatlon cartéslenne.

Par un paramètrage à deux variables !

ç '1 (u'' ' uz)

L *3 [ul , ,z)

représentatlon Paramètrlque

Iu,, uz) appartlennent à un domain"§ d" IRz.



- VectBUr normal unltalre ':

aJ en repr6sentatlon cartéslenne
solt E une surface d,équatlon cartéslenne f t1 t xrt xo) r o

alors d'après 1a propositlon précédente, re vecteu" FJ t Ist io"r"r à Eet donne !

un vecteur normal unltalre à [est !

n : nl"l 
ï1, 

-# 
/ f F"=ar1

fe""a tl =

b) représentatlon paramétrique

consldérons un' surface f, o" reorÉsentatlon paramètrlque

f'l [u, , ur) .

sl u, est flxé éga1 à u! 1e potnt M [u1 , u)) décrtt une
sur E , de même pou" iu courbe la, a. rJ"urJr""ge r,1 (uf ,

Les vecteurs 3j "* 1r
a x, d,où le ve 

tu1 -'% sont alors tangents a F 
,,,

D'où un vecteur normal unltaire à E "=t donné par :

a'
courbe I ,
uz)

etlq, et

.lnscrlte

donc tangents

ë^

à*tq
àrZ
§,,

à*sq
= J1 |

= Jz t

= J^ =J

D Ixr, xr)
dr;îry
D [x,,, xr)
D'TÇïr
D [xr, xr)

@

àM

n r_-Il^tu1
à N ./,^*Jui./ |-Ll

!' rèu',

àrt
è,U[

àrZq
èx3
àul

àNt
^sq. I

àrg à*Z
ù,,aÇ

àr1 o'€q ôrt

à "z à*.,t§ll q

èp1
;§

)tl
nt

ày
51t

à *s ù*tèr il[
è"t ù*2q*t
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Avec les notatlons cl dessus on a :

I:i''r' 
* 

'r' 
* 

'r' 
I

0n remarque que J1, J2, J, sont blen 1es Jacobiens des appllcatLons partielles.

1.7.) Ç!ereener!-Ée-ggerÉgrrÉe:

Dans ce qui précède nous avons paramétré 1'espace par un mode

"CartéSlen", en associant à chaque polnt M son vecteur position 0[I, et une
base Étant cholsie on a : ol't = xre, I x.,a. * X"eo 0 et les vecteurs ei sont
flxesj 0n volt, cependant que 1a'pdsiti6n'du pdfËt I'l peut être paramétrée par
d'autres systèmes de coordonnées [coordonnées cylindrlques, sphériques etc...).
Les coordonnées cartéslennes xr sont alors fonctlons de paramètres u4r u2, uq.
0n a réallsé ce qu'on appelle àIors un changement de coordonnées, on'ass6ciefa
au polnt M les nouvelles coordonnées u1 , uZ, ,3.

EX Dlre que Ie poilt wl admet comme coordonnées polaires tr, t, ù c'est
Efre que 0lI = r "o= 

È e,, + r sln Ù., * = "3
donc que

,1 [rrcl z) .rcosÈr *Z(.r,&rù -rsinÿ, x, [r,to, z)az

Avec Ia représentatlon

(e,, om)

oh =r

-e'

AVEC :

Ç,( [ o, Z1lL , .u -l o, *.., [, ze [0, *-" L

Dans cet exemple (et en généraI) 1e triplet (r, Lq; z)
entler, et 1'on"taramètre pas [R3 tout entier.
0n distinguera 1'espace des paramètres en notant Iul,

Défl$.t]og :

Soit { une fonction de t'1 partie O" d 6ups JL partie de lR3

(u,,, uz, ur: --S------9 f *,, (u.,,, uz, ua), *2[r,1 , uz, u3], xa(u., ' uz' ur))

teIle que:

S est blJective de 11 sur -{L, de clas=" 
"1

ne varie pas dans IR3 tout
a

u^r u^) C- [R-
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Y -1 est aussi de classe c1 (on aura donc Dét f eÈa V t I o: .

0n dlt qu" Y est un dlffÉBrorphlsme, on dlt aussi que Sst une changement de
coordonnées.

0n notera M (u,,, , 
.uZ, 

ugJ

Remarquons que t{ "'a pas

Exemples I

Coordonnées eyllndfiques

20

, les u, étant Les nouvelles coordonnées du polnt lI.
en gÉnÉraI une structure d'espace vectorlel.

CoordonnÉes sphérlques :

è "1 èxt àItsF 5E E-
ôx2 à *2 ôxzè-- æ' s7

à*3 . .683 àr3
ÿ;- IE à-f

olÏl. e-
Ier, 0t1) r

l.er, om) '

*1 = qsln

xr=qsin

x3 = Qcos

rr

v
v

p-

'{

& 
"o=

9-'' s1n

ù

Lê]0, *.-[, Se]0,lr[_, VeLo, zùL

Jrp= d slnS-

- Dlfférentlel1e, repère loca1 -

ConsLdérons un système de coordonnées (ur), cherchons à évaLuer 1'é1èment
dlfférentleL dM.

a) Premlère méthode

6g = È L ,: posltlon du polnt M ne dépend que des [ur) on peut donc écrlre
èrt ul

Retrouvons cette expresslon



bl Deuxlème méthode

0n a 0lT = xre,, * *2"2 * *3"3 dans un repère flxe (0, er, ê2', er) où

les x, sont fonctlons des u., , uZ, u3o

0n a donc dt'l . dxre,

avec

àx.rr -i, du-uuJ J

àxr
Jf OuJ", en ordonnant cette doubl.e sommo sulvant lbs du, 11

drl

d'ôù' on a :

dM-

vlent :

dlï, f t
àu1

à x.r
+ [-Jou3

àxz èx,i..f 
"2 

* fr-"s ) dr1

à*z \x
'1 . 

".t ", . Ë er) du,

- rü '1 .Ë "r.fred duz

et on reconnatt 1es ldentltés :

à*1 èr2 \*e à y

{"r .iiq 
"z 

*q "3 = §q
à"t à*2 ô's 3M
......-co+-o=
àu2 1 .12 '2 

"r2 
"3 àr,

à *1 - à*z ,è.x, , 5l'l
üÇ er .q 'z *f,Ç "3 ' ;q'
d'où 6g= * drl-ul

Lemme :

Les vecteurs É,

En effet, 11 suffit
des trols vecteurs â

à14

à u. forment
1

de montrer que

1' €z' L, est

dét tta,r r, 1r) E

À*1 à*1 àx1sqntq,
è*z b*z è*zqÿÇq
ù *a ère àrg
qs%§%

Ce qul n'est autre que 1e Jacoblen du
déflnltlon 11 est non nu1.

lndépendants or le détermlnant

(dans 1a base ter,er, er)

une base.

1es El sont
donn6 pêr :

changement de coordonnées, et d'après 1a



Oéflnltlon :

Le repère (1,i, El ,L r, tU) avec ,, . # ,1
assoclé aux coordonnées (ur). Dans ce repère on a

t 1s)

- DlfférentleLle d,une fonctlon scalalre :

est le repère local

Solent f[x1, x?, ""J une fonctlon de ]rols varlables et § un changement
de coordonnées, ionslOérdns Ia fonctlon composée :

E[ur, ü2, ugJ r f[xr[u,,, uz, ua)l xr(u,, uz, ur), xrtur, uz, u.]).

Remarquons que !

1l Sl on s'lnt#esse à la fonction g 1a dlfférentlelle de g est une
forme Linéalre en [du,,, dur, dur) c,est-à-dlre qu,on a :

E[u,,+du,,, rJr+dur, ur+dur] - g [u,,, uZ, ug) . ardut * I fr lÉf nl.
(on pose Ici h . dlT) .

Par un calcuI analogue à celul du paragraphe 1.2.) on auralt

ds =èï du.,r . ft ou, .ft du,
t14)

11) Mats on ne peut poser

et écrlre dg ' grad g . dl4

nl dans Ia base er, nl dans

Cependant on peut toujours

I produ

1a base

écrlre :

às#'=/fl \
\;% l

\ àc /\à% I

lt scalaire),
t..

l
:\ÿv

tlsl

puis que Ia dlfférentlelle est une forme linéaire, et que-toute forme 1lnéaire
Y [sur un espace de dimenslon finle) on peut assoeier un vecteur §{te1 que :un vecteur j{te1 eue :

VtXJ ,T*. X

Définltion :

[X €. Rn, produit sealaire oe qlt x:.

Le vecteur V te1 que t15) soit vérifié s'appeI1e vecteur gradlent de g.

Inslstons sur 1e falt

à

dg=v.dN

àpSUf ei J --8-àut

gue-le v.e-cteur V n'g pa.s..c.onge composantes (nl sur(, nl
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Comme dlï est connu (et
composantes du gradlent

0n pose V = â, C,
11

et ondolt avolr :

às
V . dll = j- du.àu. 1

1

entre forme l.lnéalre).

fI vient :

(ut et * "z L, * urLr). [du,L, * duz E, * dr, Ér) - 
ff o,r.ü d'zü d'3

en effectuant Ie prodult scalaire et en ldentiflant en du, on a :

)", =
ào ô

5%

:3
)u,

ào

à%

lu,

a une expression simple) dans la b"s" €r, déterminons les
de g dans 1e repère 1ocaI.

cette éga1ité étant vérifiée pour tout du, (égalité

L
1

f
2

tt.

€1

e ,) u1

'r) u'1

(', 'tr) uZ

(t, ''r) 'z

* [6e

* [t3

l€r.€uJ 
"1

ê2 * (a, . ar) 
"3

est un système d'équations' linéaires
Les coefficients sont :

( prodult

- Déflnltlon

à trois inconnues l.ar, ar, "el

scalaireJ

* (€z '€z)

Ceci
dont

t16)

La matrice
dans la base (É. ) .

l_

En effet soient X

donné par :

et Ie carré

x.x -lx
Remarquons
ldent lté .

Le système

G.V

G d'é1èments s; . définis-1J par (161 s'appe11e

1e prodult scalaire

"tenseur métrique"

deXparYest=*lei , Y=rrÉ-j t

x. ÿ = "iÿJBij
de Ia norme de X Par :

t2I = *r*j'iJ

que sl Ia base É. est orthonormée alors

linéaire s'écrit sous forme matriclelle
àg \àI \
àg \àr- Izl
às I.% (

Ia matrice G est Ia matrice

- A avecA=
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Ce système admet une solutlon unlque sl la metrlce G est lnverslble.

0n utlltse le lemme :

Lerime !

Le détermlnant de la matrlqe d'éIèments 8., . t. . €., est dlffÉrent de z6ro
sl et seulement sl les vecteurse, sont lndépeÊdants'
(Ce dÉtermlnant s'appe1Le Ie détermlnant de Grsmn des vecterr" €r),

et donc on a :

gradg I ÿ = G-1A.

- Câs partleullers !

11) Le repère lfl,e ^,€orthogonal, c'est-à-dlre i

€I.aJ,O sl

Ia matrlce G est alors dlagon

às \
811 '1 = àii 

)

à, (

Ezzuz'Jü 
ï-,

Bs3u3 "H )

z, Zl est rarement orthonormé mais 11

1/J

a1.e, Ie système devlent :

â,1_àE-1 âll à u1

1 èg avecu2 " 
Ç àrz tll r

ia r 1.. §-g-3 Esa à ug

peut être

I €rl '

0n dlt aLors que les

Ex r Coordonnées

coordonnées ul

cyllndrlques:

sont orthogonales.

/-=rn &\

"\ ï"'7
( x o rCos
I

J v = rstn
(z.z

a
L

Lt

/cosÊ\
t =ltstna-lr \o /

_ /o\
'' = "\ i )

onê .c'
$=
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Alors :

u7)

(18)

(1a

d'où

g+r

Jç
k' -J -( )_

\ jrl

'^J -ll r LJI'

(, 

':'

E
z

a 1'habltude d'assocLer un rep,ère ortho-

€^ r B I
9-Z

èc,
-.9.\s

às
6 4-€-O- àz

étudlone le cas d'une fonetlon vectorlel-

C
1

dlfférentlelle dans Ia base (ur, uZ, ur),

U1, UZ, Ur).

ce qu'on fera r un caLcul dlrect, mals on Pose :

€
z

!r

T1

.r
positton haute de f indlce J

,à V,
dv = (ü ,u.) 6, . Vr

sera justiflée à partlr du paragraphe

, li J r er) ou*

a\

o \ solt g [r, Ê, z) une fonctton donn6a Bn coordonnées

,)

cyllnditques on a alors ce qut précède.

gradg't',.* Y*t'-.$
Cependant au repère local f 1, ?, \l o"

normÉ d6flntt par !

""': ,c.'' É;eç=
et dans cB nouveau repère on a :

èograd g = a*

Avant de pousser plus loin notre étude,
1e.
Solt V [u,,, uZ, uSJ = Vl [ur, uZ, ugJ

_\
et solt grâa V = (ar,) Ia matrlce de la
qul est déflnle par-Y

6y = fiayam.

lÏals on peut écrlre aussl :

dV = dV.fl * ut o6r_

[n'oubllons pas que 1es €a aépendent de

On a donc :

àv,
dVr = q orJ

a€ = èÊid.1 ÿ\ duk

faut donc détern' àE rr]-ner 5 \ '

sulvantJ.
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1es lndlces sorrmés

d'où 11 vlent :
èV.

dv .d drk ,, r{d,k

au*l !.

duk €1

drk * ,o ÿr' k duk

sont muets, on peut donc chærgerleurs noms

v it1pp

rlpkdv-ffi drk + v

d'autre part :
:\

dV=gradV.d['1 =

d'où on dédult

"ik

sl 1 est
système :

( 1e,

que :."r'
àuk

èv.
1

"lk ' "ïf
r1pk

+ V, [u,, , u2) ,,

"ik dut.

flxé cacl dolt'.être une tdentlté en du*, ce qul fournlt la solutlon du

+V
p

DÉfln1t1.on :

. f-""QJ * déflnis par [18) sont 1es symboLes de Chrlstoffel de 2ème
espèce,

Exemole I

Pour slmpllfler
varlables, solent u,, ,

0n déftnlt I

M [ur, ur) ' *i
.1t =èl*l €1 nu, 2

Solt V un champ

Vr

-\ou grad V r

de vecteur'

Vt [ur, uZ) ,,

f '11
( u21

nous all.ons développer les calculs.dans le cas de deux
u, de nouvelles coordonnées dans F".

[ur, ,Z) ri [1 . 1, 2).

-ôw1
o12

d\ 12\
_)"zz /

et de plus :

èV
dv = 1jou1

* v.r rÉ-' àu1

àV,
dr1 ."ü dur) L.

à(,
du't -t-f du, )

àv^ àv^. (àf dq '{o'r,
vz, 3! du. *{.2 ,,^- èu1 ,l *r"-,

€
2
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Etona:

æ " n, ,r r, _îr1 €2 ,"t - frr, €, .frl r, 
,

i-2 . f,] L, . f ,1 c, , .t '1r) €.
J11 21

+p'€
222

.2
vr tl 

^ 
au,

,a"" f rl sont à calculer t )

En remplaçant dans dV on a :

o, = Fl d,1 . Ë d,z * v{ ,fr',, d,1 .1 ,)

.5 ff du1 *tf ou, . ,, t,,1 du1 * t' ,l ourt +

en ldentlflant en dur, du, on a !

t "11 =:+ * v1 r,; . 'rr ,1 "12=ü. ', 
l.).'r( ,)

1 "r, =.tf * u, t ,r. , vzr ,: "?2 
.t. urf .1 . urY ,1

0n a blen Ia relatlon (1BJ

ExemÈlg :

En procédant conme on vLent de Ie falre, mals dans 1e repère orthonormé
loca1 êr, ê e, a.-,

0na:
d['1 = dr,"" * r e ]d f] + dz e=

dur) * v2[Ér]orr.[r] ori]

.f ,lo,rt)

De plus !

-\--, cgÉd v. am = ("11 dut + arrdur) t,, + lardur*.rrau)€,

d'où ! on ê alors en égalant les coordonnées ,

"11du1 
* 

"1ldrz
èv; èv, _^ 1 ,a 1

=ü du1 .ü du, + v,, t I ,', dr1 * t ,, aur)

* vz tf ,', ou, . ( ,) dur).

uz1 du1 *uz1 duz =* dul .Ë dur+v,,, rfrf ar, *frl o"r,

* vz ,( ,1 dr1 . ( ,1 dur).
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V = V1 1", È, z) "1 
* V2 (r,ÿ,

0n remarque que :

d", . e'd 9- , dêa. - e.d?

grad V .

-\-r+:\grad V- "gré'd V.
àvz 1<--É-ôr r

àv, èv.r _ èv,
dv = (JË o" . r# - vi oÿ* Éj dz)

àV" à V" àV;+ (5;:or.# itâ+-3 dz) êz

dV = [a, dr * "r, rd P+ a.,, dz) er * l"r,

* ("31 dr + a 
3Z"d 

&* aa, dz) ez

d'où en égalant et ldentlfiant 11 vlent :

avt 1 .tu,a-T J= .§F
l-L 1 ?:Zà-F T t$r
à', r èva
èr r è(9-

, àV, àV^o -l- r#-rr) -§É

z) "2 
* V3 [r, È, z) 

"3

àV. èV-, - àV,
"r . t ÿ+ dr + (#. v1) d". #, "&.

dr + a* rd ÿ* ar,dz) e *

àv,
V^) 

-lzdz
àv.

'r) ÿ
èv

Ĵ

-

rlr' "ez

+

Cônséouênce :

a) div v o trace tiào ?: ' '3 . + 
èv'- 5; --F lSÉ *v1)

b) A g ' -dlv (grad g) avec_grad s 'H ""^. * H" *
Àr==.I 11* .È,. &'oYà"2 r r §Z èr à=,

àv
Ĵ

èz
*ô-g eèz z

c) Puisque 1e repère e., eÿt ez est orthonormé on peut alors calculer le
rotatlonel'de V par Ia relatlon tjz).

àvr à r,
à.-z è r

àvz t ôVa

à z î àe
àus àul
\r à z

àv,
r57i- vrr o

t àvs
F:E -

;Vz

§=

d'où
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î,u = (+ *-*)"".('J -*)";('*-É'*-'))"=

- Base duale

Rappel s d' algèbre llnéalre :

Constdérons un BSpace vectorlel E (de dlmenslon flnle) on urr"rr"
*

Bspacs dual de E, l'ensembfe E des formes llnÉalres sur E, rappel.ons que
x*-

E est un Bspace vectorlel te1 que dlm E = dlm E

51 [er) est une base de E,

I'ensemble des Y, de E* teIIes que

9,(e.) r I sl 1/J
JJ

Y, [e,) r 't s1 1 'JJr

est une base de E*qul est Ia base duale de La base (et).

De plus si E est euclldlen, c'est-à-d1re munl d'un prodult scalalre aLors

sf { e. et ft extste un vecteur Y et un seul te1 que

L{rxl r ÿ . X vx €8.

L'appllcatlon lut à Y assocte Y est un lsomorphisme d'espace vectorLel.
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Construlsons cet lsomorphlsme

Solt X=xre, et t'rJ"J
'n

rfrxl, L*r
i=1

nL
1=1

ÿJ*t "1."J
nL

J-1

d'où en ldentlflant

9t"r) , É
J'1

Les Y fert et 1es e, . "J sont connus, donc cecl est un

Ie déterminant des er.e, étent non nul ce système a une

seit donc constnuire Y àonnalssant ÿ.

lirir=lill;ri"t on peut cholslr Ier) base orthonormée et (YJ] base

LPNI r 
)- uJPJ
J'1

Y rer)

Y.f,e

n

Yrxl ' f a/_J
J=1

11. vlent :

YJ [", ' "J)

système l.lnéalre

solutlon unlque. 0n

duale de Ie.)
1

Er

IY

uJ *J

nr
/- 'J ÿJ

J'1

ldentlficatlon

-\0.J

Or on a consldéréfRn comme eucl.ldien, donc on peut poser[Rn*"ns"mbIe des formes
1lnÉalres surrRn ldentique àtRn. Le gradient d,une fonction scalalre est alorsIe vecteur defRn associé à la forme tinéaire (1fférentte11e, st Ie,J est une base
de rRn, 1'ensembre des vecteurs i;ltr:;,;-Jà rnË-t"i;-il;--;i',-Jr':rrri "r"iru"i"
de KroneckerJ sera la base dual" d"râi'"
Solt I'1 (u.,r uZ, ue) un système de coordonnées (É11 1a base Locale et g [ur,ur,ur)
une fonctlon de trois variables on a vu que :

o* '"ï d,1 .ff duz . ft 0,,

fnterprétons cette .expresslon :

sort LJ Ia base duale de la base (trrl

n

L'l"iJ
1.1

n

jï

d'où après

vJ
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on a dr"r , ft dul

Posonsgradg -# tJ
J

etona: 
3

ds. t}f e Jt. (erdur)'É tr ru,
- -J 

1,1

d'où

Prooositlon :

g"" È--E sont les composantes du vecteur gradlent dans la base duale de la.,J
base local.e.

11 est clalr que sl la base €, est orthonormÉe alors :

{-€- 'L
9ÉË11§LoC '
Solt X un vecteur defRn, ter) une base delRnrleJ;fu base duale. X peut alors

se dÉcomposer de 1a faion suivante

( f, = *1)"1
t x = x. eJ

J

- les composantes de X, consldéré corme vecteur, sur la Uase(e1)seront notées

*l (lndlce en hautJ et appelées eontrêvarlantes

- les composantes de X, consldÉrÉ comme forme 1lnÉalre, sur Ia Uase(eJ)seront

notées x. (lndlce en bas).
J

pdr ôônveôtlon les vecteurs de base de IRn consldÉrés commg vecteurs auront
ffi5,a1orsqUBeeUxde1abasedeIRncons1d6réscommeforme11néa1re
auront 1'lndlce en haut.

- Relatlon avec les changementE de bases.

Consldérons te.) une base de vecteurs defRn , et (E,) une autre base.
fl existe aLors unehatrlce de changement de base et on 'peut écrlre :

l2o, a) ( e '[5r E-
)-1 I 1 -r
)

tzo. bl I ., - O', "i
.T

Les §, représentent les colonnes de Ia matrlce de changement de base, ce sont

les composantes des e., dans Ia nouvelLe base ; les matrlces ü, et prI sont
lnverses 1'une de 1' -autre.
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C'est-à-dlre !

1r-tut Fl r§J

Solt X un vecteur de [Rn on peut écrLre

x = xl ei ' x'r Et 11 vlent donc I

,1 , p', Er) - *'r Er solt

[21.. a] *,I = (\r' *l

ou bLen

*t", = x'' Iot, "t)
d'où

tz1 . b) *1 = ulr x'r

D'où en comparant (20.a) avec (21.b) et [20.b) avec 121,a) on vott que 1es
compoaantes se transforment à I'alde de la matrlce inverse de Ia matrlce qul
sert à transformer 1es vecteurs d'où leurs noms de contravailantes.

népar1esformu1es(20)1ntrodutt,n"hung","nt
de base duale.

posons eJ - )rJ, EJ

oO(eJ)est Ia base dual.e Oe(er)

(eJ)""t ta base duale ae (r, )

DÉtermlnons la matrfce,pj

Par dÉflnitlon on a :

eJ . Bl " 5i et EJ . Er =§'
remplaçons malntenant

eJ (Èl E,) -§1 = pJ EJ (êr E-) '{J, I L - ! t I t-t r -l

Solt encore :

Il FT "'Er'Jr
orEJ.Er=51 et1,: eirl =fl pi



J-1

et donc on a :

t P: -5r' etdonc Ii =dJ [carlamatricey-estinverse
J '1 - 'J J delarnatric"p).

d'où 1es relations :

(22,ù ( "i =

)
):Q2.bl tE' = r,

'la-e
i
J-I t
I

Si on pose

Tf, = *i"1 = X'ï E*

par un raisonnement analogue au précédent on montrerait que :

l2g. a) x. = Rl x'-1 ll l

123. bl *'- = dl X.tT

En comparant [20.a] à [23.a] et t20.b) à t23.bl on voit que 1es composantes
de X dans Ia base duale se transforment comme les vecteurs de bases d'où leurs
noms de composantes covarlântes.

RemarQues :

a) Les notatlons adoptées depuls le début de ce chapitre ne sont malntenant
plus cohérentes. 0n dolt distlnguer dansRn 1es é1éments qul sont vecteurs et
ceux qui sont formes lInéalres. Sl X est consldéré comme un vecteur de lRn, on
note par rapport à une base flxe :

x=xi e
1

{
Les x* représentent un système de coordonnées cartéslennes , par analogie

sl on consldère un nouveau système de coordonnées on notera
11?

14 [u' , t)', u") de façon à écrire 1e repère 1oca1 sous la forme :

€-irr,
, ôul

et 1'éIément différentlel

dl4 = dul e ..I
(Ia notatlon devlent cohérenteJ.

[0n peut lntrodulre de même un système de coordonnées covarlantes uJ et éerlre :

dt'l = [J du, ) .
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Rappel-ons que Ia dlstinctlon entre composantes covariantes et contrÊvariantes
n,existe plus sl 1e repère 1ocaI €, [ou globa1 er) est orthonormé.

ï1 est clair aussi que la simplicité gagnée en confondant l''espace des formes

1lnéaires avec 1'espace vectorlel de départ, est compntle par une dlfficulté
d'écrtture.

b) La dtstlnctlon qu'on dolt fatre, pour un éIément de Rn

est constdéré comme forme Ilnéaire ou comme vecteur est tout à

physlque. Une des notions centrales en physlque est 1'énergle,
[|lécanique, thermodynamique, electrostatlque, etc. . . J .

Qtnsidérons une force F dont 1e point d'application se dép1ace
{1a puissance mise en jeu par ce déplaeement est :

I

, sulvant qu'1]
fait fondamentale
ou La pulssance

avec 1a vltesse

alors une
à la force

à fR3 n'a pas
des m111eux
Ice sont
exprlmée dans

en

ai àw
J rr?

cI

-p

U.

a

)-)
=fV Iici hJ est le travail fournl)

p la piesslon Pour un gaz Parfaitt9'
5-=

(?

dV
E
dï
ET

dV
dt

où V est Le volume et

en électroclnétique

en électrostatlque etc.....J

L'appLlcatlon qul à1- cframp de vltesse associe lr- pulssance est
f-orme linéaire. Si M est 1'espace vectorlelodes champs de vltesse
Ë%;iæ;iE" un élément deîr+; le vecteur F bien qu'appartenent
Le sens (nl 1a dlmension) d'une grandeur géométrique. En mécantque
contl-nus où on assocle à 1a matlère des repères dlts qoncomlttents
des repères locauxJ non nécessairement orthonormés " F " dolt être
base dua1e.

1a

- Passage de la base à Ia base duale

Conatrulsons dans rR3 1- base duale d'une base tea)

Pardéflnltlon on dolt avolr

BJ (er) =dJ

donc e1 est orthogonal à e, et e,

d'où "1 = Àt"z Â eU) [produit vectorlelJ

de plus

1e' . 81 = I donc
\4 Gz À er) . pl = J mals ,1 , lrrÀ "u, = dét (e,,,, ê.,, 

"e)

d'où 
"1

on raLsonne
mlxte :

dét ["1, ê2, 
"gJ

oAo"2 -3

de façon analogue sur eZ et e, en utillsant les proprtétés du prodult
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Frooosltton :

Solt er, EZ, e, une base

la base duale est donnée par :

"1 . # (erAer) .2

de R3 on pose lgf =

(er. Â er)

dét î,e,r, er, er) alors

A 
"r,

et ter) une base et(eJ)ra base dual.e tel que ,

-i
lst '# t",

"J

BJ

Proposltlon

Solent

x = *t"L

0n lntrodult

alors

!

X un vecteur de tR3

t
= Xrê-

J

les matrlces § =

4,

§=

"vee 
gu ' "t r

lJ rôVecg- = B .

(erJ )

(elJ t

rlG est
1k

E,è

a!

t

111

111) et
l_o

oeJ
I

0na !

V-

d'où X

x

d'où xJ

donc. *1

de plus

x

X.
d'où *1

lnverse

stJ

trg -xi

'rJ 
*J

on6:
t'l, g -eJ

=ooJ-1J

*'.J . *1"1

. ei = [xJ er)

. et = [** 
"k)

=x
1

trj *J

G - c'est-à-d1re
{

C-OJ

'"1 ' *JgJ1

. Bl = **5*, o *1

de

0n

xJ

*1

1
e

io

!

oOU mals gJi = 81J

= [xJ er)

= [x* 
"kJ

klrg*k=g-

*J ". .'ei - *J
J

** **t
ce qui démontre lJ

1gE

1g=

k ,k

isr rx

et 11)



a36

_ 1 o(1J oPosons s = 
"J

-1 '11 o(U ' =JtE."k'o(-'"J.ektoJkk

Ceel démontre que Ia matrlce (o(tJl 
""t lnverse de la matrlce (gJk) d,où

o( 1'l 1{- r g - ce gue démontre i11)


