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CALCUL DIFFERENTIEL DANS Ra

1) La notion de différentielle

- Introduction

o e .- —

Considérons une fonction f de R dans R, examinons quelques définitions
équivalentes pour la notion de dérivée.

a) Une application f de R dans R est dérivable en Xy si

lim f (xo + h) - F (xo]
h

existe, et si on pose :

h— o

7 (Xo +hl - F [Xo} on peut écrire :

a = 1lim
hs O h

f (xo *hi—~* (Xo) - a_—> 0 ou bien £ (xO + h) = f (xol+ah+h £

h h 5 o0

avec © (h) qui tend vers O guand h — tend vers 0

b) d'od la nouvelle formulation

f est dérivable en x 5'il existe a £ P.Q‘E{h] qui tend vers O
o}
quand h tend vers O tels gque

flx +h) =F (x)+ah+h€n
0 (e}

/
24 = f [XO] et a est appellé dérivée de

En général on pose a = =
dx | Xg X

f en X
Remarquons gue :

Si h varie et X est fixé y = ah + f (xo) est 1'équation de la tangente
3 la courbe y = f (x) en e BN approche donc une fonction par une fonction
linéaire, de telle sorte que la différence soit un infiniment petit d'ordre su-
périeur a h.

D'ol en généralisant cette notion on est conduit &

1.1.) D&finition
Soit f une fonction de R" dans R? (n =1, 2, 3etp =1, 2, 3).
Les bases dans RN et RP étant choisies, f est donnée par p fonctionsscalaires
(i e de R" dans R) dépendant de n variables.
Soit




f1 (x1,....., xn]

= ’

‘F (X1, X2; se 0y Xn]

fp (x1, Xppenness xn)

h = [h1......, hn] étant un vecteur deIRn on notera |hlsa norme.

On dira que f est différentiable en (x°1,....., x°n], si i1 existe une appli-
cation linéaire L de R" dans RP, une fonction €(h) de R" danisp telles que

f (x°, + h°

1 11 X°2 + hzl--tI-p Xon + hn] - {" (X°1,-|-an, Xon) + L (h)+ 'hIE(h]

avec £ (h) qui tend vers O quand | h|=> O

Remarquons que
L dépend de (x°1,....,x°n) et que h _—— 3 L (h) est linéaire (en h)

@ dépend aussi de (x°1,....., x°n] 3 priori.

Exemples :
Notons X = (X,seeene, X ) €t h C(hyseesees h ).
1 n 1 n
i) Soit ¥ la fonction de R" dans m“ constante.
f (X)) = A K= (e, sesansy @ )
1 n
f (X +h) =A
¢ et f (X + h) - f(X) = 0 d'ol L = O (au sens de applications) et
= 0

La différentielle de f est 1'application nulle.
i1) soit f une application de R" dans&Rn affine :

£ (X) =L (X) + B ou B est un vecteur constant et L une appli-
cation linéaire.

FIX+h) -F(X)=L(X+h) +B-(LI(X+B) =LI(X+h) -LI{X)=Lh

La différentielle de f est alors sa partie linéaire L.

11i) Si on note (A, B) le produit scalaire de deux éléments de R"
considérons 1'application ¥ (X) = [X|2 = (X, X). de R" dans R.
Calculons sa différentielle.

F (X +h)=1(X+h, X+h)=1(xX, X+ 2((X,h)+ (h h)

C'est-a-dire :

FUX+h) = f(X) +2 (% h) + [hf



si X est fixé en X° 1'application hi——> L (X°, h) est une application
lingaire de R" dans R. Et si on pose € (h) =lhll'application f est dif-
férentiable, sa différentielle L en X° est 1'application

L (h) = 2 (X°, h)

X°
La différentielle d'une application f est notéesouvent :

Dfxo ou f'xa on écrit alors

£ IX° + h) - F(X°) = Df o (h) + |hl Ch) = £ o (h) lht € (h).

oSS LS SUR it P =g i e

On va travailler dansz3
a) Cas d'une fonction scalaire.

Si f (x, y, z) est différentiable de mS dans R, Df est alors une
forme linéaire sur R°, or 1l'ensemble des formes linéaires d'un espace vec-
toriel est le dual de cet espace. Mais si on considére que R3 est euclidien
1'ensemble de formes linéaires sur R3 s’'identifie a R3.

Considérons le cas général

Soit L une forme linéaire surlRa, solt e1, 82’ e3 une base deYR3 alors

h = h1e,| + h2 92 + h3 93 3

L (h) = h, L(81] # h2 L (ezl + h3 L[eBJ = 2:= 1 a4 hy

avec a4 = L (ei], ceci est 1'expression la plus générale d'une forme linéaire
déterminons les a;

On a au point xo, Yor Z

0 3
£ lxg * hys Yo * hys 2o hg) = F (xgs ¥go z) = 2 - 1a}hi + |h) £h).

Cette relation doit &tre vérifiée pour tout h, choisissons h = (h1, 0,0).

f (XD + h1, Yg? 203 - f [xo. Yo zD) = a,‘h1 + lh1\ ¢ (h1].

soit encore :

f [xo + hq, Vg zO] = (xo, Yo ZDJ

\h

= a1 + .._ﬁj—k— E,[h1]
h1 1

| hy i hy)

" est borné donc ?

1 9

Or

E.(h1]——9 0 quand h1-—9 0

L'expression de droite a une limite qui est a,, donc 1'expression de gauche

aussi, qui est la dérivée de 1'application partielle a une variable

x0—3 F (3 F0 z,) en x = X,




On la note : @

a—'p [X»y,Z}- 'F' [ng:Z].f
3T (o] o] 0 X /°0 o]

p [xo, Y zOJ

et on 1'appells dérivée partielle de f par rapport & x en (xo. Yot 20).
En opérant de méme pour les deux autres variables il vient
R df
— W ’ ’ o ’
F(xo + h1, ¥ * h2, z * h3] f(xo. Yge zO] g (xo R, zO] h1 By [xo, Yo zO]h2
3 f .

+a-z (xol yoa ZU] h3 & ' h, E (h]-

Notations :

1) Si on pose : h = (dx, dy, dz) dx, dy, dz étant des infiniments petits
dits du 1er ordre et f [x0 +dx, y  *ody, z, * dz) - f(xo. Yo zOJ = df,

On note souvent

>F 2Ff . oF
[1) Df (dx; dy, dZ) = df B-; d)( + b—y— dy + S-Z. dz

Pour (x, y, z) = [xo. Yo zOJ

Et on confond 1'application avec le résultat de 1'application en appellant df
différentielle de f.

Remarquons que le terme (h) © [h} contient des infinitésimaux d'ordre supérieur
(éventuellement dx?, dxdy, €tC.ssse)

1i) Si f est différentiable sur une partie f% de mB on note alors

‘> f Q3 f 3 f
df N dx +£;?- dy +£7; dz sans préciser le point,

et si on utilise la convention d'Einstein gqui consiste & Sommer deux indices
répétés on note :

3
" - S f dx (aprés numérotation convenable
GF = ey SRy %;TT?"SXi i des variables).
111) Si on suppose ms rapporté & une base (eiJi sl 2.éar'thcmormée
- . B
On a alors si OM = Xy 8y
daf = d
Xy €y
_— of
On note grad f = 55T el vecteur gradient de f
et on a
~D ===
” df = (grad f, dM) (produit scalaire)
(D — —
df = grad f . dM
Remarque

La relation (1) est toujours valable, tandis que la relation (2) n'’a de
sens que sl la base est orthonormée.



b) Cas d'une fonction vectorielle =~ Matrice Jacobienne -

Soit f une fonction de!R3 dans PS, représentée dans la base [eil par
3

f (x, y, z) = 25:::? f

i=1

1 (x, vy, z) ey

3 3
Dans ce cas la différentielle doit &tre une application linéaire de R~ dans R

qui est représentée par une matrice dans la base (ei]. soient [aij] les coef-
ficients de cette matrice.
Remarquons tout d'abord que :

3

-F[xD + h1. Yo ¥ h2. 2 h3) - f(xo, Yo zO) = 2;_:_1[Fi[xo+h1.yo+h2.zofh3) -

‘Fi (XDI yon ZO]) Ei

Ce qui signifie que

3
df = ? dfi ey
i=1
et donc pour 1 = 1, 2, 3

,Zo+h3] - ‘Fi(XOJyO.ZO) = > aij hj * Ih\ Ei [h)

1’-‘i[>(o+h’l'yo+hZ

|

[
RN

On va procéder comme précédemment, c'estwa-dire en choisissant des h particuliers.
h = (h,,0,0)

1
-3 =1
- = ) E .
f1 (xo + h1, yo, zo) f1 (xo0,y0,z0) a11h1 o | h1 y (h)
' i 3+
d'ol a4 _5—;T (xo, Yg» zOJ

-1i=2
. - : " bpy €& '
iy (xo + hy» yo,-zo) s (x0,yo0;:z0) ajqhy h1 P (h)
3,
' a0 B em——
d'od 8y =3 3 [xo, Ve zo].
-4 =3
- = Ihl hn
FS (xo + g}, yo, zo) Fa (xo, yo, zo) a31h1 + Lhy 6:3 (h)
5 3
d’ X ——
ou  a,, ¥ (xo, Yy zDJ.

1
En choisissant h = (0, h., 0) on identifierait les éléments de la deuxiéme colonne,
puis ceux de la troisiémeé en prenant h = (0, O, h3]. On obtient donc :

3T
aij -stj (x1 =X, X, = Y, Xy = z)

[



Proposition :
Soit f une fonction de[Ra dans m3 qui s'écrit dans la base (ei)

Fe D fy ey § By

Alors si f est différentiable, la différentielle de f est représentée dans la
base (eil) par une matrice de coefficients (a ) (4 indice de ligne, j indice
de colonne) avec 13
a -§;E£

3 D X

4 3%y

i3

et on a

(3) df = dfi ey

La matrice de coefficients (aij) est appellée matrice gradient de f ou matrice
Jacobienne = on note :

2 F ¥y

SX. S X 5
X %2 "5
Gae L 2 2 06
éx1 6x2 axa
..F
Pa) 3 afa BFS
ax1 5x2 sxa
et donc
=B -
(4) df = grad ¥ . dM
dx
i 1
dM est ici le vecteur colonne dx2 , le produit étant pris au sens du produit
matriciel
dx3

On notera aussi :-

(5)

Définitiom :

Si f est une application de R" danszn, sa différentielle est alors
une application linéaire de R" dans R", qui peut &tre représentée par une
matrice carrée n x n (l'espace de départ et d'arrivée étant rapportés a une
méme base). Le déterminant de cette différentielle s'appelle le Jacobien
de f. On note Jf'

- SFy
J, = dét (grad £) = dé (éx )
' J

On note aussi : (0 Foreanss,f )

J. - B
IF
D (x1, xz,.....,xn)




Remargues :

1) Si on considére maintenant une fonction delﬂn dans Rp.

.P
f = ; P A%, gewmony X 8y
;fj:f; i 1 n
est alors

la différentielle de fYreprésentée dans la base (ei) (On considére alors

!Rinf (n,p) comme sOus espace deIRSUp (n,pJ) par une matrice E p lignes et n

colonnes de coefficients [ai ) avec

1edigop
b'Fi
Tedgen 213 "¥%,
J

Les relations (3), (4), (5) subsistent encore.

—_
11) La relation (3) Jjustifie 1'écriture de dM = dx 8y
En effet g} on considére 1'application qui a (x1, X xa} associe le vecteur
position OM = x84 ON @ alors

35 -
dOM = dM = dxiei

ii1) Dans certains cas pour étudier la différentiab_11ité d'une fonction
on doit revenir & la définition générale car :

3f
- Si une fonction f admet des dérivées partielles g;;- en un point , f n'est
pas nécessairement différentiable en ce point. J
»F
- Cependant si tous les S5 existent et sont continues en ce point, la fonction

f est alors différentiablej. (Cette condition est suffisante).

i) Linéarité

S1 f et g sont des fonctions différentiables de R" dans RP, A et p
sont deux scalaires alors

La fonction h = 51’+.p g est différentiable et on a :
dh = Xdf + p dg
orid b ow X gred £ + g gred &

11) Composition des applications

Soient f de R" danser et g den‘Rp dans Rq. deux fonctions différentia-
bles, la fonction composée h = g o f de R dans RY est différentiable et on a :

il

(5) GrEd W = grmd (2. F = prld g | arad

f %

Le produit étant pris au sens du produit de matrices (ou de la composition des
applications)




Cecl exprime la relation de dérivation suivante :

hi [*1,lllll,» an = gi ["F1 [*1'Clll.p Xn],.-.-.. 'Fp [)(1,...--. Xn]].

P
Exj Byk )xj K= 1 Y éxj .
Yk ™ Tk

Ot on a posé Vi ™ fk (x1,....., xn).

Corollaire :

- Soit f une application de!Rn danstRn, différentiable et inversible soit
f son application inverse.
o)

Alors :

a) g??ﬁ f est une matrice inversible
A A £ est différentiable /2K
ef ot grad f . grad (f~1) = T (matrice identité de R")
C'est*a-dire que (g?gh f3_1 = E?Ea (F—1]

En effet on a :
. n n
f0f = id identité de R dans R

avec id [x1,....., xn) = X8y

Or grad id = I (& vérifier)

d'od en différentiant la relation et en tenant compte de (6).
= N -
grgH f . grad (f 1) = 1 ce quil démontre a), b), c).

Cas particuliernsde (6), et exemples.

a) ern_._;YR et gR _sSR {par exemple n = 3),

g o f [x1, Xt xal = g (f (x1, Xoys x3]3. Posons y = F(x1, X x3].
On a alors :
grdd (g ., f) = 28 grad f l
dy :
Y= F
Exemple
2 2 2
U= Va2 + x.2 + x N 2 2 2
.g; 1 2 3 = \ avec x, + Xy * Xg = F(x1, X5 x3).
grad f = 2x,6 e 1
1 rad (g,f) = (x, e +x_e,+x_e_)
dg 1 = = =% — 3 1517 %2%27%3%3"

dy 2\y~ X4 + X2 + X3



& gu'on peut vérifier directement, en calculant éé—-g‘?—-)[( o)
i
n n :
b) f RoR et g R R
h=gof R—»IR

t EM  Flt) = x, (t) oy

3 .
[X1, X2, X3] é rR/ g = g[x11 X2‘ Xa]n
alors
h (t) = g (x1(t), x2[tJ, xa[t]).
et on a :
grad g S—)—(—; ei
,.Ei i dxi .
dt- t i
ot ghoogf —> Y
dt dt er g dt a¥%,
Xg =Xy (t)
o) FRS R, grRBEl’R ; h R R

Posons x = f [x1, X_, x3) y Y -3[x1, X x3] et considérons la fonction de R

2
dans IR,
¥ (xgr %50 x3) = h (x,y) = h (F (g0 Xo0 X50u g (Xps %50 X5])
Alors
o h dh
d\P é—; df + b—-; dg
S )
d\yy= :—; (g;f- dXi] +5__f1 S‘;(l dxj]
1 x=f Y j Xy = g

d) Soient f et g deux applications d%an dans R,
On considére h = g , f, 1'application de R dans R composée de f et de g.
Alors le Jacobien de h est le produit des jacobiens de g et f ce qu'on peut
noter par :

Jh = Jg . Jf ou bien

h [x1""l xn) = g ('F,‘ tx1l"‘ﬁ xn]J ¥ (X1; XZ,---; Xn],-.-. ‘Fn[X1,---,XnD.

2

D (h1....,hn) _ D [g1, SYRERE gn) D [f1,....., fn]
3 v 00y >(-r:‘vT D (‘F1’ .F

D tX1, X vy 'Fn] D [X1:-l-l-: Xn]

2 2’

Cette relation est obtenue en prenant le déterminant des deux membres de la
relation (6).




1.4.) Dérivées d'ordre supérieur

™
Considérons une fonction de 3 variables, f[x1. x2. x3] 3 S:éi est

encore une fonction de 3 variables, on peut donc considérer les dérivées

)
partielles de S?i' par rapport aux 3 variables Xgo Xpr Xg qui sont :

1
2 (6F> = (6?> 2 'Bf) qu'on note
- ; ’ sl - :
SX, \dX, >X, dX, 3 X 3%,

3
d%¢ 5% 3 %
2 2 » e —
LE? O X%, © X3%,
ou bien F"x 2 , " « ; f" «
1 X271 X371
ou bien F.11 3 f,21 3 f.31

D'une fagon générale, soit une fonction f de n variables x,,....., X, on peut
considérer les dérivées partielles k lemes de f gqu'on note :

S kg

BRgy Bygrreniyy

ob les x

PRRLERRE Xin sont pris parmis les variables

x1)'ll"l an

Définition :

k
Une fonction est de classe %, si elle admet des dérivées partielles 1er?

28me......, kieme par rapport & toutes les variables, les dérivées kieme

des fonctions continues par rapport aux variables Xgo Xoreveees X

étant

Exemgle :

Si f est une fonction de 3 variables Xqs X x3. Il y a 3 dérivées partielles
du 1er ordre.
3 S by

1 2 X3

9 dérivées partielles secondes

22 82 52 3% 3% 0% 3% 3% 9%
’ » ’ ’ ’ - ’ > ’ »

3y 2 TOXXy TAXGX Ty 2T OXX, TOXgXy TSy £ RN K 9y

1 1 31 2 12 3

Il y & 27 dérivées partielles troisieme

> 3? B.Bf ) BF te
D x13 Bx1x2x1 bquax1

Il y a 3k dérivées partielles kieme



En général chague fonction de n variables a nk dérivées partielles kieme.

I1 se pose cependant un probléme a=t-on par exemple :

> 2‘F » 2? 3 3F > 3 -
dX,_X B S X, X ax Aler 7 D X4 XX ?
271 172 3x2x1 17273

Théoreme de Schwarz

S1 une fonction est de Classe%gk, on peut intervertir 1'ordre de dérivation
Jusqu'aux dérivées kieme

Plus simplement si une fonction est de classel@2 les dérivées "croilsées” sont
égales c'est=a=dire :

-'Fl V i;J"]; 2g-onn; n

Foiy 31 1,]

Dans ce paragraphe on va travailller dans Ra considéré comme euclidien
et donc muni du produit scalaire habituel. En tant qu'espace de départ et
d'arrivée pour les fonctions R3 sera rmuni d'une base (ei) orthonormée directe
fixe si 11 est considéré comme espace vectoriel ou d'un repere fixe orthonormé
direct (0, e,, e,, &¢,) si il est considéré comme espace affine.

Remargue g

On appelle champ de vecteursune application d'un espace affine réel A de
dimension 3 dans IR3 (espace vectoriel), & un point on fait correspondre un
vecteur : champ de vitesse, champ de force, champ magnétigue etc...

Le modéle de 1'espace physique est un espace affine (et non pas un espace vectoriel)
mais pour ne pas alourdir 1'exposé nous confondons souvent A et R3 ; (comme nous
1'avons fait précédemment) ; il faut cependant étre prudent, cet abus de langage
peut conduire & des erreurs.

L'identification se fait comme suit

, 93) est une base de RSJ

Soit A muni du repére (0, e,,e ,93) ( (91, e

172 2

3 un point M de cet espace on associe le vecteur position de M, (vecteur delRa)

-
= +
oM x1e1 x282 + XBBS

Cette identification ne se fait que si O est un point fixe.

Définition

On appelle forme différentielle de degré 1 une forme linéaire en les
variables différentielles dx, (plus exactement une application de A qui &
tout point de A fait corresp%ndre une forme linéaire en les variables diffé-
rentielles dxi] ; soit w cette forme on a

n
w (x1. Xoseansn, xn) =~ T= [x1,....., xn) dxi

Py
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Autre notation : Considérons V (x1......, an - Py (x1,....., xn) 8,

(e
n
RN

Le champ de vecteur, on peut écrire alors :

w = V. dMv produit scalaire
On dit que la forme w est de classe ck sl le champ de vecteurs V est de classe
ck (chacun des pi est une fonction de classe cK).

Probléme :

H Soit @ une forme différentielle, existe-t=11 une fonction scalaire f de
R dans R telle que :

@ = df ou bien V = grad f
S1 w = df on dit que @ est une forme différentielle exacte ou bien que+*le champ
de vecteur V qui la définit dérive d'un potentiel (scalaire)
Théoréme : (n = 3)

Pour que la forme différentielle w de classe\(’:1 soit exacte (ou que le champ
V gul la définit dérive d'un potentiel) il faut et i1 suffit que :

SR 29 _ g
>y dz

¥z dx
b-—-.Q_ -Q-E = 0
> dy

Le potentiel scalaire dont dérive V est alors défini & une constante pres.

Démonstration :

On donne la démonstration dans le cas n = 2

a) S1 w est exacte alors il existe f tel que V¥ dx, dy on ait

2 f > F
w=Pdx +&dy = — dx + T~ dy = df
¥ ) dy y
d .
d'od P = \—d—i et @ = c\;—i si & est de c:lasse\ﬁ,1 f est de r:lasse%2 d'apres
le théoréme de Schwarz :
3Zp 3% 29

= AN Q_P_ =
Jyx S xy CE—:) Sy )

X

La condition est donc nécessaire.
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K-}
Supposons a—; = i—% et cherchons si i1 est possible de déterminer f
=D
telle que p -g-;F—(- et @ = 3—3 on doit donc intégrer ce systéme d'éguations
aux dérivées partielles. Or on a :
X
2f «p £lx, y) = PCt,y) dt +Yly)
¥ = Ti%a ¥ sy kf y
0
X
Posons’/(/ P(t,y) dt = R (x, y)

0

Si f existe ona f (x, y) =R (x, y) + Y (y) od Y est inconnue et ne doit
dépendre que de vy.

Mais on doit aussi avoir Q—i = J or éi-¥‘§5-4 E:F et donc
>y 3y Ry QY
X
,//// .ilg- (t, yldt + 4f . Q (x, y). On obtient 1'équation différentielle
0 dy X
9—9 = Lad a----?-
en s Q (x, vy) Sy (t, y) dt
0
y X
S
d'ot \P i/j’ (P (x, z) = g—g (t,2z) d{) dz + C
0 0

ol C est une constante
et donc la condition de possibilité est que\?ne dépende gue de y.

C'est=a=dire :

3% & X ap )
X 3% (//j, 0 (x, 2) i]g/ 52 (t, z) dt) dz 0

V]

Soit encore :

y
S50 3P -
//g// { 33 (x, z) e (x, z{] dz 0 vy
>0 )

P i = aq -é.li
Comme N ey est continue (=> o (x, 2) 33 (x,2)

et donc la condition de possibilité est remplie,\? existe, la condition est suf-
fisante,

Définition :

Soit V un champ de vecteur de classe f’1 défini par ses composantes (P,Q,R)
dans une base orthonormée directe (ei), on appelle rotationel de V le champ dé-
fini par :



SR 20 14
Sy 34
- >p 3R (BR 30 (3P 3R ) (éo sp>
t vV g w s B8 - 28 — = Y s 22 _ 20
e Pz 3 X 2y vz ) ®1 "\¥7 T35x P2 \5X sy | ©3
AQ > p
>x 3y

Ce qu'on peut encore écrire & 1'aide du déterminant symbolique :

N 1 8% %3
— . B é B
rot V N ST; 35

P Q@ R

On a alors 1le

Théoréme :

La C N S pour qu'un champ de vecteur V de classe(@1 dérive d'un potentiel
scalalre est gue .

-
(8) ot V = 0O

On dit que V est irrotationmel.

- Divergence d'un champ =

Soit V un champ de vecteur de classe Cq, considérons 1'application liné-
aire L qui est sa différentielle, on peuk considérer la trace de cette appli-
cation linéaire (qui est un invariant de L).

On sait que la trace d’'une application linéaire est la somme des €léments
diagonaux de la matrice représentant cette application dans une base.
Cette trace est appellée divergence de V, on note

(9) div V = trace [é?%ﬁ V)

Ce gqul s'écrit encore, si les composantes de V sont (P, Q, R)

N
div v =[P .30 3R )

dx Sy 3z
En notation indicielle

div V = Vi,i avec V1 = P, V2=Q, V3 = R

Laplacien
a) Laplacien scalaire :

Soit f une fonction de(Ré_blR de classeLﬁz, on écritA f (ou laplacien
de f) 1'opérateur défini par :

2 2 2
(10) Of = div (gfgd f) -.§_§ + geg- + é—%
3 x éy 3z
Af = f

11




Llaplacien vectoriel

2
Si par contre V est un champ vectoriel de classe® on pose

(11) P\vﬂlp e, +AQ92 + AR e,

V =
i ST Y

Divergence d'un champ de matrice

Soit A = (aij (x1, Xos xa)) une matrice dont les coefficients sont des
Fonctions%31 dean dans IR, 1<1 <3
1¢J g3

Supposons que A = é?%d Vv

Or on a :
Av = (Vi j] 3 les composantes de > V sont formées en prenant la divergence
» ’ =>
de chaque vecteur ligne de grad V, on pose alors
=5
AV - div (grad V) et on définit
div A = vecteur de composantes (a,,) , ce vecteur est obtenu en prenant la

137,35

divergence des lignes de A.

Interprétation du rotationnel d'un champ.

Tout d'abord considérons le lemme suivant

- A toute matrice antisymétrique w on peut associer un vecteur il tel gue
V X vecteur de IR3 on ait :

W X = LUAX (w. X produit matriciel).
Démontration
Dire que w est une matrice 3 x 3 antisymétrique c'est dire que ty = - w.

Donc la forme la plus générale de w est

3 2
= O o
W Wy W,
= W, w1 0
W
1
Si on considére le vecteur L = W, on remarque que pour tout
w
. 3
X
X =
*2 on a w e X = 'LAX,
"3

Le vecteur -\ s'appelle le vecteur adjoint de w . On note
U= adj (w).

15



Soit maintenant V un champ de vecteursposons :

=
grad V = E + w

ol
t S = =
£ . grady ; gad ¥ partie symétrique de grad V
:—?jv e =5
w gre ; grad V partie antisymétrique de grad V

== o=
(t grad V est la matrice transposée de la matrice grad V)

On remarque alors (en faisant les calculs) que

(12} rot V. = 2 adj (w) = adj [é?%d V = tg;ja V)

=
Cette relation est alors valable pourvu gue grad V soit exprimé dans une base

orthonormée directe,

e o e e e B e e o o e = o = ———— -y

- Dérivée suilvant une direction ou suivant un champ de vecteur.
Soit une fonction f de classe C1 deiR3 dans RP (p =1, 2, 3).
XO un point deﬂ?3 »  V un champ de vecteurs défini en XO.

Considérons la fonction de IR dans(Rp définie par :

E o S Plt) = F X ¢t V(X))

On appelle alors dérivée de f en XD suivant V 1'expression

4\ . Fixo + £V ) = Fixo)
d t
t=0 izl
o f
Ce qu'on note D, f (Xo) ou 3 (Xo?

Proposition :

Dans les conditions précédentes on a

a) I, fFG) = é;gg F w V (produit scalaire) si f fR3 5 R

b) D flXg) = grad f .V (produit matriciel) si f R-__ R
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Ce résultat est unme conséquence directe de la formule de dérivation composée.
On remarque que si on choisit V = ey un vecteur de base on a :

3 f . 2f

Si le champ de vecteur est défini comme 1l'ensemble des vecteurs normaux a une
surface~2:: , on appelle dérivée de f suivant n, dérivée normale de f et on note

3 —
’ —f-- rEH f en
an

ProEOsition

Soit f une fonction de rR3 dans R et . une surface de [R3 (toutes deux
de classe ©1) les deux propositions suivantes sont équivalentes.

1) ?, = cte (f est constante sur z: .

ii) 3~g;éa f.T7=0 ¥ T vecteur tangent & 2,

D
grad f est normal & S:

Soit ¥ paramétrée par xi(t] une courbe tracée suré: .
alors f II:- ote 2 LP (t) = f(x1(t), x2[t). x3(tll = cte

et donc il est équivalent de dire :

e M 0 2 oo —

g\ _2f 9y
3t 5% d¢

Xy = xi(t)

S
Or le vecteur T de composante —— est tangent &4 | donc a

-_ ~A
d'ol g%f = 0 (=€) grad f . T =0 comme | est quelcongque T est guelcongue

d'ol la proposition.
- Représentation des surfaces'vecteur normal -
I1 existe deux modes de représentation des surfaces

Par une relation f (xq, X0 xa) = 0 (ou X3 = B (x1. x2) par exemple].

C'est la représentation cartésienne.
Par un paramétrage & deux variables :

X4 (uq. u2)

M (u1. u2] = Xo [u1, u2) représentation paramétrigue .

x., (u

3 (Ugs U))

~

[u1, u2) appartiennent a un domainelﬁtﬂelee



= Vecteur normal unitaire

a) en représentation cartésienne

soit Z une surface d'équation cartésienne f (x

alors d'aprés 1la proposition précédente,

et donne :

un vecteur normal unitaire ézest :

fgrad f’ =

Ny &

i
L _—
svec ny 3%y /'grad Fl
A
__)2 (22

2
+( éiij
d X

b) représentation paramétrique

s Xos Xo)

.
2 3

—
le vecteur grad f est normal 3 Z.

Considérons une surface z de renrésentation parametrique
M (u1, UZ)'

si u, est fixé égal a u§ le point M [u1, u2) décrit une courbe P inscrite

sur 2, » de méme pour 1la courber' de paramétrage M (u1. UZJ
L " B3N 3 M
B8 ¥EERoUrS S'LT; ol S'_ sont alors tangents 2 F et PZ et donc tangents
oM A 2M R
a z; d'od le vecteur Bu,, fﬁ; est normal 3 2

D’'ol un vecteur normal unitaire 3 2 est donné par

a7 A"um,//ﬁ A S |
< > —— é—_
1 g su1 u,
°%4 %4
or 3u1 Suz
> M %, d 3%,
T —_ okt | i
uy Bu1 auz Buz
3%3 %3
D U1 bLl?
gxz > X%y Xy 3%, . D [x2, xSJ
s v pron Ry mom——— = _——-T-—T.
ém/\}’ M du, Buz '3u1 3 U, 1 D [u1 u,
Bu1 3u2 «
dXq S, 3%, g . 0 [x,, x3)
bu,l dus, duy S, 2 D (uy. u,)
3%y %, 3%y % . D (x,l. x2]
du, X bu,] e;uz 3 0 [uq, uzl
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Avec les notations ci dessus on a :

On remarque que 31, J2, J3 sont bien les jacobiens des applications partielles. -

e o e e o o e o e et = S Pt et o0

Dans ce qui précéde nous avons paramétré 1'espace par un mode
"cartésien”, en associant & chaque point M son vecteur position OM, et une
base étant choisie on & : OM = x,e, + x_e, + Xx_,e 0 et les vecteurs ej sont
fixes! On voit, cependant que la positiSn”du pdint M peut &tre paramétrée par
d'autres syst@mes de coordonnées (coordonnées cylindriques, sphériques etc...).
Les coordonnées cartésiennes x, sont alors fonctions de parametres u,, U,, U,
On a réalisé ce qu'on appelle 3lors un changement de coordonnées, on assOciela
au point M les nouvelles coordonnées Uys u2, u3.

EX Dire que le point M admet comme coordonnées polaires (r, &, z) c'est
dire que OM = r cos 9’91 + r sin e*ez + z ey

donc que

x, (r, &, z) =r cos O , x. (r, &, z) =rsinl , Xq (r, &, 2) =z

1 2

Avec la représentation

1€y
(eq, om) = &
IM Om =r
0 : .)
~jiac Ny . avec

€¢ (g, 2, re€ Jo, += [, ze{0, += |

» . 3
Dans cet exemple (et en général) le triplet (r, &5 2) ne varie pas dans R~ tout

entier, et 1'on"paramétre pas R3 tout entier. 3
On distinguera 1'espace des paramétres en notant (u1. Uy u3] & (R

Définition :

: 3
Soit‘{ une fonction de M partie de(R3 dans <4 L partie de IR
(u u u,) K (x, (u u u.), x,(u u u), x (u,, u,, u ))
9% Uge Ugd === 08y Wy Tz BT TR TR T 3717 72" 73
telle que :

"Pest bijective de M sur L, de classe cl|




M~ est aussi de classe €| (on aura donc Dét (g?gd Yy # o).

On dit que‘4 est un difféhorphisme, on dit aussi que Yest une changement de
coordonnées,

On notera M [u1, Uss u3) , les uy étant les nouvelles coordonnées du point M.

Remarquons que'IR3 n'a pas en général une structure d'espace vectoriel.

Exemgles i
Coordonnées cylindtiques : ST Q& Dz

3%z 2Ry g%
3Nr 3E&E 3z

3%3 3%z X3

= Y& NzZ
Coordonnées sphériques :
231\ IDM'= e

M (e, OM = &=

" l (81, om) = ¥
0 l £a x, = @sin & cos W
l x2=esing'sinw

v
2 X5 = @ COs &

e€fo, o[, O€fo, [, yelo, 2w
J%’ = Q? sin &

- Différentielle, repére local =

=

Considérons un systéme de coordonnées (ui]. cherchons a évaluer 1'éléement
différentiel dM.

a) Premiére méthode

3 La position du point M ne dépend que des [uiJ on peut donc écrire
=2— d
ar QU]._ ui

Retrouvons cette expression

shwla o



{
\

b) Deuxiéme méthode

On a OM = x,‘e1 + xze2

les X4 sont fonctions des up, u

On a donc dM = dxiei

avec
d ot
X4 55 duj
J
d'od on a :
DX
aMm =L dque
5UJ Jji
vient :
&4 %7 =%y

S U 1<\.u1ez*e~

> %4 3 X5 A Xq

du 1 du 2 gua

et on reconnait les identités

=¥y D% X3
e, + e, +
> U, 17 3 u, 2 3du 3

X1 2% %3 }

u e1 3 u e2 ¥ Su. e3 B
alty 2 2
d%y . 5x2 ,a:xa
. 1 HERT e2 'S e3 3

3 3 -3
d'od dM - éKL. du

Du i
i
Lemme :
2 M
Les vecteurs Ei o

i

En effet, 11 suffit de montrer que les ®i sont indépendants or le déterminant
est donné par :

des trois vecteurs& ., €., ¢

+

X, 8 dans un repére fixe (0, e

33

gr Han

%9

ES —
[bU

e,) du
3
1 1

e. + —— e_) du

3 3

forment une base.

1 2 3

3x1 ax1 ax1

au1 auz aua
1 2 3

S Xq Bxa axB

@uq suz au3

Ce qui n'est autre que le jacobien du changement de coordonnées, et d'aprés la

définition i1 est non nul.

47 S50 83) ol

en ordonnant cette double somme suivant les duJ i1

X X
S
e +32 e+__§_93]du
1 e;uz 2 1 u2 2

(dans la base (e,,e

42850 83]




Définition

3

' < B sem——
Le repére (M, 81,€_2, 53] avec &, 5o est le repére local

associé aux coordonnées (ui]. Dans ce repére on a :

(13) dM == dui Ei

= Différentielle d'une fonctioh scalaire :

Soient F(x , » X,) une fonction de trois variables et Lfun changement
de coordonnées, consgder ns la fonctlon composée :

g[u1. Uss ual = F(x1[u1, U., usl: x2(u1. u

. ugl, xglug, us, uldd.

2’ 2

Remarquons que :

=

s
1) 81 on s'interesse & la fonction g la différentielle de g est une

forme linéaire en (du1, duz, du3) c'est~a-dire qu'on a :

g[u1+du1. u2+du2. u3+du3} -g (u1, u

(on pose ici h = dM).

ug) = ayduy +|h|En).

N »

2'

Par un calcul analogue & celui du paragraphe 1.2.) on aurait

(14)
S g S g Sg
dg = du + du + du
§u1 1 >u, 2 aua 3
S g
—
ii) Mais on ne peut poser grad g = L
d g
3,
2z
DUg
—_— .
et écrire dg = grad g . dM (produit scalaire). ‘\%>/
C
ni dans la base e, ni dans la base gi' Qi//
Cependant on peut toujours écrire :
(15) dg = V ., dM
~
2

uls que la différentielle est une forme linéaire, et que toute ForTe linéaire
(sur un espace de dimension finie) on peut associer un vecteur\f tel que :

*
WXy = gtox (X € R", produit scalaire de Y et X).
Définition :
Le vecteur V tel que (15) soit vérifié s'appelle vecteur gradient de g.
Insistons sur le fait que le vecteur V n'a pas comme composantes (ni su;f;L ni

sur ej') é_a—f
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Comme dM est connu (et a une expression simple) dans la base Ei' déterminons les
composantes du gradient de g dans le repére local.

On pose v = a, £,
i i
et ondoit avoir :
>g 2 _— L ipaa - 2
V . dM = N™H dui cette égalité étant vérifiée pour tout dUi (égalité
i

entre forme linéaire).

I1 vient :

. > )
€y =28 2B gy =B
Ug 3] Bu1 du1+éu2 du2 3”3 du3

en effectuant le produit scalaire et en identifiant en dui on a :

(a, € + a £ + 8 € . (du, & v d £ d

g E
1 1 2 2 11 2 2

& € € N - 22
[1 . 1] a, + 5 1] a, + 3 1) a, ST,
€ .C)a + (5 .68 +(5 .S)a, = —E
1" 2 1 g "2 "2 3 "2 3 3
Us
€ € ya + (£ .€)a + (5 .€)a = 28
1% 3 1 2 "3 "2 83" 3 D Ug

=

Ceci est un systéme d'équations linéaires a trois inconnues (61. a
dont les coefficients sont :

5 an

(16) gij = €i .Eé (produit scalaire)

- Définition

La matrice G d'éléements B définis par (16) s'appelle "tenseur métrique”
dans la base [Ei). 4

En effet soient X = xigi s Y = vy £j ; le produit scalaire de X par Y est

donné par :

X Y = Xy yj gij
et le carré de la norme de X par :
| x1? -
X o X | X Xy xj gij

Remarguons gue si la base € est orthonormée alors la matrice G est la matrice
identité. -

Le systéme linéaire s'écrit sous forme matricielle

G.V = A avecA='3-u-g-

o ¥
oa —

'
[
N

lé?

o
cC
w



Ce systeme admet une solution unique si la matrice G est inversible.

On utilise le lemme :

Lemme @

Le déterminant de la matrice d'éléments Byq ™ Ei . Ej est différent de zéro
si et seulement si les vecteursei sont indépen&ants .
(Ce déterminant s'appelle le déterminant de Gramm des vecteurs Eil.

et donc on a :
grad g = V = G-1 A

= Cas particuliers :

v -~ ’
i) Si,1e repére est orthonormé alors : G = I = G T 8k somme on 1A ue
précedemment ™t 3 g

m——

grad g = A = 1

v
c

viie @y
cle el
w joa N

i1) Le repére (M,Ej ,é: s T_) est rarement orthonormé mais il peut étre
) 5 1 2 3
orthogonal, c'est=a~dire :

€ . -
5_1 a 0 sii#]j

la matrice G est alors diagonale, le systéme devient :

D g 1 dg
g a = a T — ==
11 1 5u, 1 g, 90U,

> g 1 DE l € ‘ 2
g a = e = 8 a = —— —_— avec g =
22 2 54, & 2 E,, U, i1 1

D

g 1 3 g

g a 2 e a 2 e——— —
33 3 =) Uy 3 g33 5|J3

On dit alors gue les coordonnées u, sont orthogonales.

i
Ex 1 Coordonnées cylindriques :
on a x = r Cos © cos & E -sin &
y = r sin & E =\sin& &= r| cos ¢
r
z = z 0 0
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Alors :
1 0 0

G = 0 r2 0 soit g (r,®, z) une fonction donnée en coordonnées
0 8] 1

>»T r r2 3 6 z z

Cependant au repére local [5;.i¥ g} on a 1'habitude d'associer un repére ortho-

normé définit par :

-{ (e ™ ....l_ =.__1.._. -E
°r r ' & € ol g r ETGP " z

et dans ce nouveau repere on a :

. 28 R Y - g
‘7 grad e 57 ' T v, e ‘3z °z
Avant de pousser plus loin notre étude, étudiens le cas d'une fonction vectoriel-
le.
" =
Soit V (u1, Uss ua) Vi [u1. Uss u3] 1

et soit g?%é V= (a
qui est définie par ;

) la matrice de la différentielle dans la base (u1, Uss ual.
dv = g7~>ead\ldm.
Mais on peut écrire aussi :

= £ €
dv = dv, S ¢V, dEy

i
[} E Py
{n oublions pas que les N dépendent de Uys Uss u3].

On a donc :

SVi
dVi ST duj
J
E.
£ = 53
d 1 X duk
« €
I1 faut donc déterminer é;ﬁi , ce qu'on fera par un calcul direct, mais on pose :
k 3
—_— = < - .
(18) ST, 1 k* <y jz_i E\ kﬁjl

(la position haute de 1'indice j sera justifiée & partir du paragraphe suivant].

vV
AL . 3
d'ot dV = (&T; duk‘> 51 v, 01 kQJ] du,




les indices sommés sont muets, on peut donc changerleurs noms

d'ol 11 vient :

d v
! s i

dav % Uk duk 1 + Vp 5 k é; duk

P\

1 &
SUE du, + vp F‘p ) du ) <.

d'autre part
=

dV = grad V ., dM =

E
3y duk 1

d'ol on déduit que :
By
a du - —

ik k S U,

i
duk + Vp VAp K

duk

sl 1 est fixé ceci doit“&tre une identité en duk, ce qui fournit la solution du

systéeme :
DV
- i M1
Définition :

Lesfqij k définis par (18) sont les symboles de Christoffel de 2&me

espece.,

Exemele s

Pour simplifier nous allons développer les calculs_dans le cas de deux

soient u,,

variables, ’

On définit :

M (u1, u2] = %y (u1, UZJ ey
£ -2n £ oN
5% 5y SU, 2 30,

Soit V un champ de vecteurs
= 3
Vv V1 (Uq' u2) ’ + V2 (u

ou grad V = (311 a12 >
81 22

et de plus :

SV, av,| ¢
dv = (5‘:1— du1 + §—U; du2) 1
SE ot
+ V 1 1
1 (m dU1 é_-qL_T; dUz ] *

u2 de nouvelles coordonnées dans R*.

£
.u2) 5
c>v2 DV .
MU ke DS
1 2
pio €
V2 ( -—-g du +é 2 du2 )
U1 élJ
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Et on a

D E 1 2 1 2
. te pfe T e rfe
auq 1 4 1 11 2 Buz 12 9 12 2

-

Y
c
N
N
—
N
N
N

€ 1 2 S 1 s 2
S_—-z- - P & +r| E: A — -P £ P g .
o U 21 1 o . 2

A J
\ik

En remplagant dans dV on a :

(Les sont & calculer ! )

v 1 1
dV1 S Ry r
dVv = [SU_- du + 5 du + V4 ( r’,M CiU1 +

' 1 r1
duz) + v2[r21du1+ 9 duz)]g'

) 1 u, 2 12 :
£ (oY, _sz PZ f‘z F2 Pz
— — +

* 5T, au, * 5T, duy + Vy Uy dug + 0 g5 dupd + v, (o) du, zzduz)l
De plus :
é?ad V.,dMm = (a,, du, + a,_du.) £ + (a_,du, + a_, du_ )&
11 1 1272 1 21" 22 27 T2
d'od : on a alors en égalant les coordonnées :
>V SV A 1
a,,du, + a,_du_ = - du, + ] du. + Vv, (] du +r‘ du_)
11751 1272 3 1730, 2 1 11 1 12 “72
A 1 1
\ .
- V2 ( 21 du1 + r422 duzl
dvV SV Fz M
8yq AUy * 8y du, = ST, it +§'J; duy, + vy (1 duyp + 0y, du))
’ 2 r 2
+ V2 ( 21 du1 + 22 du2).
en identifiant en du1, du2 on a !
Dy 1 1 3V 1 1
o I’ .o
%41 3T, VY Pﬂ YoV oy 842 5O, MACTRPTIR PR
DV 2 S5V 2 2
7 2 M
%21 73T, * V1rAM ’V2r21 %22 ; Vituz P Vo

On a bien la relation (19)
Exemple :

En procédant comme on vient de le faire, mais dans le repére orthonormé
local e_, e e_.
r &’ "o

On a : "
dM = dr e + re e_d ~ + dz ez
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= & &
\Y V1 (I“, » z) 81 + V2 {ra ’ Z) 82 + V3 3
On remarque gue :
der-eGd9" ,deg--erdﬁ' » dg, =0
oV JVv Qv oV .oV AV
- 1 1 - & 1 2 &, 2
dVv [;-;?—dr"‘fw szd +bZ dZ)Er +[ardr+[5&+V]d +SZ)8
.ava aVB e
+ [S—F—dr+a&a&+s-z- dZJ ez
= &
dv (a11 dr + 3,5 rd &+ a5 dzd B + (621 dr + a5, rd &+ azadz] e o
9.
+ [331 dr + a le‘d * 8g3 dz) s,
d'old en égalant et identifiant 11 vient
@V1 1 ; 8V1 .y aV,l
3T r 3 & 2 S z
= v
grad V = BVZ ] (fbvz-iV) B_._._z.
3T r Q& 1 Dz
Y
3V3 1 a3 S—g
Br E(_g-'
Conséquence :
a) div V = trace (grad V ) = Ty *-% (-5—- +V1)+-§—-£
’ 3]
b) Ag = div (grad g) avec grad g _655. e + 1 b—%_ee. & €,
o 2 -y r gZ r o z
A g = —-i + 1 ( 1.—-—g- +C-)—g- ] + g
‘5r2 r r ¥ or 522

c) Puisque le repére e, es, ez est orthonormé on peut alors calculer le

rotationel de V par la relafion (12).

Y JQV
(0 O ety AR VS
r S 2 St
= S BV, -\
grad V= "grad V= S“f""% (5—51:-— V2] 0
3% _oh 1Y S
3T o 2 T NO& z

Dz D r

2V2 .1 %Y

Sz ro&
0

&



29

- Base duale

Rappels d'algebre linéaire :

Considérons un espace vectoriel E (de dimension finie) on appelle
¥
espace dual de E, 1'ensemble E des formes linéaires sur E, rappelons que

'
dim E

»
E est un espace vectoriel tel que dim E

si (ei] est une base de E,

1'ensemble des WJ de E¥ telles gue

p . (e,) = 0 si 1i#J

est une base de E qui est la base duale de la base [ei).

De plus si E est euclidien, c'est=3d-dire muni d'un produit scalaire alors

jc
si \e € E 11 existe un vecteur Y et un seul tel que

Yexy = v . X ¥ X € E.

L’application qui a Y associe Y est un isomorphisme d'espace vectoriel.




» 30
Construisons cet isomorphisme

Soit X = X484 et Y = yJ eJ
' -
P (x) = >_ x, M ey
1=1
n
Vek= 3 3 Yy Xy 8 8y
=1 1=

d'old en identifiant 11 vient :

Y n
[ei) = ; Y, [ei . eJ]

Les tf’(ei] et las ey - eJ sont connus, donc ceci est un systéme linéaire

le déterminant des ei.ej étant non nul ce systdme a une solution unigue. On
sailt donc construire Y connaissant WD.

Plus simplement on peut choisir [eiJ base orthonormée et (ij) base duale de (ei]
et 11 vient :

VR
3_7 oy Py

Mix) =

1=
™
E

.
n
=X
[N
n
-
.
n
RN

<
>
n
\/,. 5
x
[
<
Cae

3
d'od apreés identification

Y3 ’%)j

*
Or on a considéré R comme euclidien, donc on peut pOserfRn ensemble des formes
linéaires surfR" identique amr", Le gradient d'une fonction scalaire est alors
le vgcteur de R" associé a 1a forme linéaire gifférentielle. Si (e,) est une base
de R, 1l'ensemble des vecteurs (eJ) deR tels que el . e, = J'J (symbole
J=1,n i i
de Kronecker) sera la base duale de ey

Soit M (u1, Uss u3] un systéme de coordonnées [Gi] la base locale et g (uq,u

2r43)

une fonction de trois variables on a vu que :

< DK , 9 8
de 3T, dug ST du, oS5 9y,

Interprétons cette expression :

Soit E‘j la base duale de la base [Ei]
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On a dM -6 du

i i
Posons grad g = ;;fi E:
J
gt on a : .
dg = ti}f eh (€ - }: -—ﬁdu
d'od

‘Proposition :
Les.ééag sont les composantes du vecteur gradient dans la base duale de 1la

J

base locale.

I1 est clair que si la base ei est orthonormée alors

1 .
2 i

‘Définition :
4SDit X un vectsur defRn, (ei] une bass deIRn,(ej)la base duale. X peut alors
se décomposer de la fagon suivante
i
% X X ey
X = X ej <

J

- les composantes de X, considéré comme vecteur, sur la base(ei)seront notées

xi (indice en haut) et appelées contravariantes

- les composantes de X, considéré comme forme linéaire, sur la base(ej)seront

notées x, (indice en bas).

o

‘Par convention les vecteurs de base dean considérés comme vecteurs auront
T'indice en bas, alors que ceux de la base de RN considérés comme forme linéaire
auront 1'indice en haut.

- Relation avec les changements de bases.

Considérons (e,) une base de vecteurs deR" ; et (E.) une autre base.
I1 existe alors une matrice de changement de base et on ~peut écrire :

I
o . 2
(2 a) ey (5 { EI

: e
(20 . b) EI T %y
Les @Ei représentent les colonnes de la matrice de changement de base, ce sont

i
les composantes des e, dans la nouvelle base ; les matrices ® etl} sont
. i I i
inverses 1'une de 1' Tautre.




C'est=3=dire :

i I i
T By Sy

Soit X un vecteur de[Rn on peut écrire

X = xi ei = x'I EI 11 vient donc :
i I I
X ((5 { EI) X EI soit
[21’- a'} X'I = (KiI Xi

ou bien

i _ S N |

x“ ey o= x [ == I ei]

d'od
(21 . b) e =bLiI Xt 1

D'oll en comparant (20.a8) avec (21.b) et (20.b) avec (21.a) on voit que les
composantes se transforment & 1'aide de la matrice inverse de la matrice qui
sert & transformer les vecteurs d'ol leurs noms de contravariantes.

Changement dans la base duale.

Le changement de base donné par les formules (20) introduit un changement

de base duale.

J
J J
= )JJ E

oD(eJ)est la base duale de(ei)

Posons e

J
(E )est la base duale de(EI)
¢
Déterminons 1la matrice’pJ

Par définition on a :
3 _d
e” . 8y 31 et E° . E
remplagons maintenant

e (p I EI] = S—j = Fj E
i

i J
Soit encore :

J I J J
E” . E. =S
)JJJSi I



et donc on a :

. J 2
FJ F> = SiJ et donc P J = o J (car la matrice p est inverse
J i J J de la matrice p ).

d'ol les relations

(22 . a) ) = o7 et
i
J
(22 . b) E =(5J T
I
Si on pose
I
= = 'E
X xiei X I

par un raisonnement analogue au précédent on montrerait que :

(23 . a) X4 = (5 X .
1
(23 . b) x' =o€i X
I 1 i

En comparant (20.a) & (23.a) et (20.b) & (23.b) on voit que les composantes
de X dans la base duale se transforment comme les vecteurs de bases d'ol leurs
noms de composantes covariantes.

REmarQUBs T

a) Les notations adoptées depuis le début de ce chapitre ne sont maintenant
plus cohérentes. On doit distinguer dans RN les éléments gui sont vecteurs et
ceux qui sont formes linéaires. Si X est considéré comme un vecteur de R", on

s

note par rapport & une base fixe :

i 2 < P - .
Les x~ représentent un systéme de coordonnées cartésiennes ; par analogie
s1 on considére un nouveau systeme de coordonnées on notera

M (U1. Uz, u3) de fagon & écrire le repere local sous la forme :
€ .o,
i alJi

et 1'élément différentiel
dM = du” gi/

(la notation devient cohérente).

(On peut introduire de méme un systéme de coordonnées covariantes uj et écrire :

dM = ¢ duy).
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Rappelons que la distinction entre composantes covariantes et contrB8variantes
n'existe plus si le repére local Ei (ou global ei] est orthonormé.

T1 est clair aussi que la simplicité gagnée en confondant 1'espace des formes
1inéaires avec 1'espace vectoriel de départ, est compensée par une difficulté

d'écriture.

b) La distinction qu'on doit faire, pour un élément de Rn. suivant qu'il
est considéré comme forme linéaire ou comme vecteur est tout & fait fondamentale en
physigue. Une des notions centrales en physique est 1'énergie, ou la puissance
(Mécanique, thermodynamique, electrostatique, etc...).
-
Considérons une force F dont le point d'application se déplace avec la vitesse
la puissance mise en jeu par ce déplacement est :

A > )
S;‘.é%g = F o VY (ici W est le travail fourni)

(5;3' -p . %% ol V est le volume et p la pression pour un gaz parfait’

b7 o u. %% en électrocinétigue
& .
AP N = en électrostatique etc.auvs)

L'application qui a 6 champ de vitesse associe 651a puissance est alors une

forme linéaire. Si 2V est 1'espace vectoriel ,des champs de vitesse & la force

F~est associe wun élément deﬂf*g le vecteur F bien qu'appartenant am3 n'a pas

le sens (ni la dimension) d'une grandeur géométrigue. En mécanique des milieux
continus ol on associe & la matiére des repéres dits goncomittants (ce sont

des repéres locaux) non nécessairement orthonormés " F " dolt &tre exprimée dans la
base duale.

~

~ Passage de la base & la base duale
Construisons danis3 la base duale d'une base [eil
Pardéfinition on doit avoir

J J
e~ (e,) =&
1 i

donc 81 est orthogonal & e, et e

2 3

" 1 ,
d'od e = )\(82 A 93) (produit vectoriel)
de plus

1

e . 91 = 1 donc
A A . = . A = 5
[92 83) e, 1 mais e, (92 93] dét (81, LY 93)
d'od 81 = - ] I e, N e,
dét [81' e, 93]

on raisonne de fagon analogue sur e, et e5 en utilisant les propriétés du produit
mixte :
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Progosition s

3
Soit e, &, e5 une base de R™ on pose lgl = det [81. e, 93] alors
la base duale est donnée par : A
1 A A 2 " te. A e ) 3 1 A
- = e = —— (e e,)
© iz %2 &) © TR 21 1%
Proposition :

Soient X un vecteur defR3 et (ei) une base et(ej)la base duale tel que 1

On introduit les matrices G = (gijl avec gij = ei . eJ

G = [gij] avec glj = ei : eJ
alors
~.
i) G est inverse de G = c'est=a=dire :
i
ik I 4
g By 4 J
ii) On a
Y
X g%y
- J
Xy gijx
1ii) et on a
i ij
e = e
&%
- J
ey gij e
On a :
X = xje, = X ei
j i
' - J o
d'od X e, (x e,) . e, X gy4
X e = e ) = X . =
] K ®1 kK o
d'ol xj g.., = X mais g = g
ij i Ji iJ
donc. x = g xJ
ol ij
de plus
; i
X . ei = (xj e,) . ei = xJ e, v e = xj S = Xt
L :
Lo - ki
X . e (xk e ) e X, 8
d'ol xi = gki X = 1 X ce qui démontre i) et 11)



i
Posons ei = J e

J

- 1 -
k g = ik k

Ceci démontre que la matrice (o4 ij) est inverss de la matrice [gjk) d'ol
= 14 ij

= g ce gue démontre 1ii)



