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- l{rP.mLlcrIglJ A LA l,lEC/UrIqUE DË,5 tt711gux C0ÂlTi,!U.S -
1

CHAPITRÉ T z

EE::Ë
cIî.tEilATlQtrE - oEscRtTpr(oil N,I^LWIQUE. 0t ullt sy-§TEI'rE El\r,{0uÿEIUE\Jr.

1 - fntroductlon.

La clnéinatlque est l'étude des mouvements lndépendarrnent des causes qul les
produlsent I celle du polnt ou du solide riglde est tellemcnt lntultlve gu,1I suf-
flt de notlons très ofmples.'pour }a décrlre. f1 n'an e3t'pas de même pour. les ml-
f{gu1o-é-fglLalte.s (sotldes ou fluldejsl où les aystèmes consldÉrés peuvent prendre
au cours du tempg des forï:es très dlfférentes tout en reetant composés des rÉmes
partlcules. rl est donc nécesselrE d'introdurre un f_o_ryp_q.!1-çDgilgtr"Ém.atlque orlglnal
qul permettra de décrlre l'évotution mÉcanlqua d'un tel ensennble en déplt des ap-
parances changeantes que nous sormes suscepttbles drobserver.

2 - OescrlptloÉ mathématlque du'mouvement d,un mllleu contlnu.

Un mllleu contlnu est un système matérlel qul ne peut être.consldÉ'ré nl
corme un Enser'bla de polnts aetS à cause de sâ mbuvance nl corrrne un ensemble.de
parttcules tndépendantes à cause de 1'actlon mutuelle non négllgeable quretrles ont
les unes sur les autres

Solt ! la conflEuratlorl à 1'lnstant t d'un système 1en mouvement, crest
à dlre, t 'enilute des p-:ïl1-?,Irc C- à i ,tnsrant i' 0", ig..],Sgg coinposanr
le mllleu contlnu S. [€' espace Euclldlen afffiie)..

Solt (4 un repère fixe de R3 aéttnt par une ortglne 0 et une base ortho-
normÉq târ).

(1, I . (Xt, Xr', *r] , I .
seront les coordonnées dans E

' ltt ,'çz'Es) .

et l'1" d'unE même partlcule lI

{xr, ir, :tr)

des posltlons

etE
fiT, Ht

. 1'1.

(xl E

.I'|
(Et t



de S aux lnstants respectlfs quel.conques T,

arbltrelre.

2
1, t prls dans un ordre chronologlque

Le mouvement du svstème S sera déflnl dans un lntervalle de tio, trl
s1 nous connaissons la relatlon

I'la étant la positl0n à l'lnstant t de l.a partlcule lI
tnstant t donc :

(31 xr

12t | . T'(I, T, r)

dpnnant à f instant t la posltlon 1'1a de l? Éar.tlcule tl qul à I'lnst,ant T occupe

la po§lE1on tîr. y t et T € (tc, tt)
Lesr!:r(n1,n2,ng,n4,n5), t = 1,2,3, déslgnent 3 fonctlons à valeurs rÉelles de

5 varlables rée1les , ellgs nB peuvent être cholsles arÈttralrsment, elles dolvent

,_-"n "*t"a satlsfaire :

Une proprlété d; réfiextvlté I

est en ,a 
.uu 1,t*":,,

6.t-v t)

Une proprtété de symétrle :
aata a aaaa a a ala aa aa a.i aa a a

SL I'l^ est l.a posltlon à t de la
E.

quement I'l- est Ia posttlon à T de la't

partlculeHqulàTest
partlcule l'l qu1 à t est

gn It-, alors réclpro-
I

en î'1. dtoù :
E

+(4) I-T(x,r,tle> I.Ï(1,t,Î)
Une proprlété de transttlvlté t
a t a a a l t a l a a a a a a a a t a a l a aa a a a. a

. Sl tT. est 1a posltlon de l! tet Fl, sa Ssltfon 
à. T alors sa posltlon

est donn6e lndtfféramment par I tq'r't) oÙ ? (x'T't''ce qul' sécrlt :

âr

(s)

(61

E 'g (I, T,r) * Tt\, T, t) 'T î.E,r,t) ou encore

,-a'ï r rI, Tr t) , "f [.;r,t)â. iF(x,T, rJ

ExUtüce I l lîontrer que les relatlons

-k(t-T)t'^1 "
xz' x, eh(t-r) -

t3o xs

représentent bien la descrlptlon dU mouvement drgl stl!.teu contlnu.



3.

3 - TraJectqlres. Ltgnes d'érnlsslon. Champ-dE vltessgs. Llgnes de cguran!.

0ë,(ini-tLon I : La lElggs§d'urre pêrtlcule lvl est le lleu des posltlons lla

quand t varLe

. Les relatl.ons f x, =Ïrtx1,xz,x3,T,t), déflnlssent dans G une.représentatlor
paramétrlque de Ia trajectolre de la partlcule I'l qut à l'lnstant T se troutre en X.

lct, X1,XZ_:.|.r1:,:"":l jT:=, ces quantltés caractérlsent una partlcule. Lrensemble

des traJectolres d'un systèrne S est obtenu en matntenant flxe f et en changeant de

partlcule, c'est-à-dlre en falsant varler X dans Sr.

9!I@l 2 :-La llsne d'.émlsslon du polnt donn6 X à l'lnslan,t Oglné T est le llt,-r
t..-

des posltlons
passeront en

Cette

ot

à I'instant T des partlcules qul, à un lnsÈant t, eont Passtâes ou

x.

lJgne d'émlsslon est donnée pararnétrlquement par les fonctlons xr(t)

,t .\(xtr,xz,x3,t,Ti ,

des valeurs flxes.où xr' xz je-: l-111

W-,
est le vecteur

tB!

La vltesse à l'lnstant t de la partlcule
.»
ü oont les composantes dans t sont données

sltuée en X à
par :

l'lnstant T

réfÇrence

,o-

v., 5,*,T,t)1at

0n vérlfte que l'gIgle.s1lon est lndépendante du cholx du potnt de

H, cholsl pour déflnlr la traJectolre , €o effet, Four un autre cholx Ma

pulEque (5) est vériflée pour tout t, on peut écrlre :

^.1-d',-aqq
J 1y, T, t) = -È (9, T, t) . I (I, t, t)
fuâtat

.)
0n peut donc écrlre dlrectement les composantes du vecteur vltesse ÿ en

fonctlon de x et de t r

-,F,:
(g) r vr[5,t) o -J [5, t, tl

i i ---, âns

à condltlon !e n-,avotr fait Forter la dérlvatlon que sur la Sème varlablo îU'de

la fonctlon de 5 varlablesT (nl,nZ,nS:,n4,n5).



_/'

partlcule 11 à l'lnstant t est

4.

0e même, 1'accélératlon de le

composantesl

(10)

Exenp/ce I t

donnée par

*r\ 
,1,rtr,.], " d(5,r,t)

(-

dans le cas de l'exercice 1, Yl(1,t) ' - kx, etYi'kz*i

0'e6.Uniion:! r Les ll,FX?t=qP,lP,Tli,,gllsont d6flnlàs à un tnstant t f1x6. Ce Eont

à cst lnstant, fes ffg;;" Ju 
"f,"rpt'A"Jvfteesoer 

c'est-à-dtre les tlgnes

chacun dE leurs.polnts ont une tangente parallèie au vecteur vl'tesse en

Iz

ces llgnes sont les lntégrales du système dlfférentlel !

(11 )

dtg

ut(*1,xr,xr,t) vrl'xr,xr,xr,tl ,s(Ir,xr,xalt) j
.l

paramètre.

Reryrque I : Il ne faut pas confondra traJectotres'et llgnes

mlères sont lec lleux des partlcules quand le têmçis varle, la

tesse montre qu'e1leà sont solutlons Cu systèrne dlfférentlel'

qul en

ce po1nt.

de courant.'Les Pre-
déflnltton de la v1-

en utlllsant Pour

uns conflguratlon
l'l.nstant t o 0).

qui malgrÉ sa ressemblance avec (111 en

une vartable.

est fondamentalement dlfférent car lci t esç

Oê.{ini,tiott 5

ne dÉpend P,'s

.Dans ce Cas, 1e3 llgnas da courant sont les mêmes à tout lnstant et sont con'-

fondues avec les traJectolres I on peut aussi. montrer, quolqua ce solt molns Évldentr

qu'elles sont aussl confondues evec les ltgnes d'émlsslon'

dans lequel t .est flxé et
J

Joue le rôle dfun

., , iîn(a'- o- tl ' ô[a, t]

1121

0n a alors :

?^ôa

dx.

t' ' vr(xr 'xr'xu't)

rLery[estdltsl,Pllogralrirsllechamp.desvltessesV(x't)
expllcttement du ternps i, ti,..,nrn dnns 1'exemple cl.-dcrssus).

4 - OescrlPtlon Lagrarlgienlg' '

0n peu!-..slmpllfter la d-èlgrlptlon c!'1ématf---------------9ue précédente

repérerlesdlfférentespartlculesdeS,leursposltlonsdans
partlcullère, par exemple So (c'est-à-dire la ccnflguratlon à



Les a. sont
L

0 ne dépend plus

llals 0 n,a

f""
que

plus

coordonnées dans {? de la particule l.l à l,lnstant t
des 4 varlables ô1, ,?, ô3, t appelées vaLiabÙeï de

les proprlétés de base (1) 1,2, (3) en effet

5.

',0l
Lagnanged.

(14). I. ô(a,tJet 2-T(x,t,o). ÿ(x,tJr OIV

La vltesse et t'accélÉratlon s'obtlennent par slmple dérlvatlon :

(1s!

en effet i

Jes coordonnées de le positlon

Les ineouauo-,s - d_t EuLe| sont
la partlcule"'H à I'lnstant t.

^2,(a,t), yr. 
#(g,t)-?Ët.

e0,
V, t ---l
"at

. La dascrtptton Lagranglenne est détermlnée par les seules tonctlons Ô. (a, t)1-
l--qul constltuent lrq inccryng-_le: tE7ggy. La seule condttlon lmposée à la tonctl.oa
vectorlelle 0{a,t) est d'admettre une fonctlon réclproque ÿt1,tl.

0n peut remont:l ::1* fonctlonrT.à partir d'une descriptlon Lagranglen.le,

Io Q(g,tt t . 9(e, T) solt a - ÿCI, T:

d toù

t16) x È o(ÿ(x,t),t) o fi,x,T,t,

Relw"nque 2 : 1l exlste d'autres représentatlons de Lagrange molns naturelles mals
plus manlables dans certalns cas.

5 - Descriptlon Euierlqnne

Les votui-ablu dtF-ulüt sont *1, *2, xr, t r les trols premtèràs représentant

fvla de la partlcule H à l'lnstanü t.

1es composantls v*(x,, ,\2tx3tt) de la vltcsse de

Pour Justlfler cette déflnltlcn, 11 faut montrer quc la connalssance des v,

nerqe! de remonter aux fonctlonsf ;" effet : 
1

.l.-

x . {tx, T, t)

n'est autro que la solutlon supposée unlque du système différentlel

I



u7)

ExW,

" (19)

?ê-{ini.ticn 6 t

degàcemême
vectorlelle ou

(20)

La forme vectorielle de
l'accélératlon.

avec la condltion x(TJ e f,

d;.
T_-- É v* (xrt)

dt4

t 6.

?;y/iqls,q;

l*,.L solt
c,t

fllontrer que la formâ vectorlelle de (1gl Est

-) âV *vzÿ= -'*d;EË +(rorü,,nüat2
ce celcur de l'accÉrriratlon nous condult à lntrodulre ra notron cie dérlvÉe.partlculalre. Consldérons une fohctlon f[x,t] où x repère ta poslÈion dans g àl'lnstant t d,une parrrcurq * que,;;;;;";;" son mouvemenr r x ,coôrdonnées,d'Euler rJe pl d6pend de tr posons donc I

g(t) . f(5,t)

- 
on appe11"@0"

lnstant r f(5,tJ et Jont eril'p-ouv"nt
tensorlelle d'ordre supérleure,

dÉrlv6e

scalalre

et pour une fonctton vectorlplle?:

t2ü d't , P*,

dt ?r 
* xl,J 'J '

Alnsl, four une fonctlon scalatre :

df af af C*, af
-3_+__,dt at ârn dJ. ._ 

-âr
ff,rv,r

(21) n,étant pas aussl slmple

f à lrf.nstant t, !a
être une quantlté

gue dens Ie caô de
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1 - fntroduction.

tJous allon$ constat'er au cours Ca ce chapltre et des sul.vônts que les
grêndes lols de Ia physique classlgue !

a

Prlncipe drl.nvariabiltté de la masse .(cf . rnÉcanlque gÉnérale p. zz)

Prlncipe fonrJa,'nental de ra dynaËique (cf . mécenlque générale p. 39)

Théorème de l'énergle (cf. mécanlque analSrtlgue p. 64),

sont d'un mêms type général que l'on appelle'lol cte conservatton " crest ce type
de 1o1 que nous ncus proposcns d'analyser ici.

oê'{iwLüon 7 : une æ e6t re blran d,une gueÉltlnot6e ?r a r"-
quelle on s'lntéresse (masse, quantlté de mouvement, énergle, .....) et qul srap-
pllque à tout d.9'Itgl!P,q 6ccnÂexe.;, strictement lntérleur au système S étudlé, et que

'on 
sulj":"::iï:i.ï:ï:':tinon""i 

grossièr*,,nt , 
:

' ce quz l'on dot,nnil. a I aen d., une patl, à corvensüL Lu pu.tu à lravetu
ta' dnorùiü,u â& Qt. ,L' Mlne ptvr-t. à loite vuiu. Ia quanLUAlL ùelaiive à ,fr' lotu-
que l.t on 6ui,t.8) O*o ôon î,touvEyerû ,,.

. ce bllan peut se tradulre par une relatlon du type sulvant !

,*tilih,***'r ,,nakl - ^ia

tzzt

I est supposé ic1 trldlrnenslonnel

;
àt déslgne la dérlvée partlculaire (cf. chepltre précéCent p. 6)

,A.,, A,o représentent trols grandeurs assoclées darrs 1'énoncé de Ia lol..

Dans la relation t22l elles sont supoosées vectorlelles mals.elles peuvent aussi
'blen être scalalres'ou tensortellës.'

& est la denslté vqlurnique de la quentlté11 à taquelle on's'lntéresse ,
c'est une fonctlon des variables Eulériennes: x, t solt&(*, t).

^, 
#= Ï f*,,. I,rî, #"'''*- 

"o 
:t



B.

A est un teux
qui est en gÉnéra1

A(x, t) .

Enfln o est
la frontiÈre Oe,9) i
teur unitaire il de Jâ

écrirons s(x,t,i).

?.er:l.oaque 3. : Sur le

dim (d) =

dinr ( ul

dlm (A)

a)

bl
partiel le .

un taux de denstté surfactque de ce
%

o est une fonctlon d'une part de

normale extérleure à â.fr au point

qul est pgrgu à travers
x et t d'autre part'du vec-

consldér6 C, alnsl ncus

Ce Censité volumlqug_de ce qui urjjgl par l,extérieur et
r-rne donnée du problâ:rne quoique dépencjant ausàl de x et da t :

plan dirnenslonnel,

ormt îr u-3)

dimÉt u-2 r-{)

olm(tt t-3 r-1)

on'doit avolr :

ale de volume.

L'obJet ciu présant chapltre est de dégager les lmptlcations généralee d'une
lol de conservatlon,(paragraphe 4) mels tl faudra eu préalable établlr.quelques
r6sultats relatlfs au calcul. des dér1v6es pari:lculalres Iparagraphe 2) et donner

des proprlétÉs mathématlques fonda:"nentales (paragraphe 3). Une prerntère appltcatlon
sera donnÉe (par:agrapheS-J avec le loi de conservatton [ou prlncipe d'lnverl'ebilitÉ)
de la masse. Les Études rgspectlves de !.a censervation de la quantlt,S de mouvemènt

et de l'énergle seront faites ctans les chepl.rres sulvants.

2 - 0értvées partlculgtres.

La notlon de s!érlvéq particulalre a déJà été lntrodulte et préclsée dans le
cas de simples foncticns gcalaires ou vectorielles (cf. p. t ] nous nous lntéres-
serons tct à la dérivatlon cie diverses sortas d'intégrale dont le domalne d'1n-
tégration âvolue avec le temps. '

La méthode à mettre en oeuvre est clalre :

Ecrire la quantJ.tÉ que I'on veut dériver en variables da Logrange

Cpérer La dérlvation particulaire qul se rédult à une dér!.vatlon

c) Exprimer ]e résultet en variable ci'Euler.

2.1 . Iîl9T::l::.9:. Y?]YT:

?tt.opellü.cn 1. , .Solt K la fcr-ctton

K(t) =

ar 1'lnt



I'intégn-:le étant prlsæ sur un clo.naine borné 
"onn"*., 

,5, I'on sutt dans son

mcuu,ernent, C ui',â -Fcnction continue et dÉrivable à veleurs scaLaires ; la dériv6e
perticul.:ire est donnÉa par :

(23)

Démonstratlon.
aaaaaaaaaaaaa

sort 9o rg dornalne occupé par.n à |'lnstant 0 ainsl

fr i llh'(x,t) 
rrx,, dx, dx, = L lfl c[o(a,r],tr r

ot JJJn
'f-f, 'tO

1

en posant c [0(a,t),tl

da, da, da,

= C(â,t)=II

Jr

J=

O(xr, x2, x3)

D(ar, "2, 
u3)

'l

; 
ErJr* toBy ti,,

ax- dF-1 
--.^-- 

la -

=. det F en posant IF . ,1,r3, O
(1,.)

ô'd

orF, =
aO

Etr'.rF 'kY

13:
ât âuo

dJ1
-t-dt2

. "*.= ",
â"o â*t

ei.lL eoP,y

âx
Jl= v.
^ 

lrl
da

CI

il'ra i*,
Ê'Id

â"o dt

dv= 
[f i+divrrür]dv

+
V.

dKd?î-= lcdt drb
->
ndo= [ i '".{,J

d

; 
rt J) da,, da, da,

(1) 0'une façon générals, on affectera
aux varlables rJ'Euler et d'indtces Erecs
t:U""nF-?, de telle sorte que i

d'lnrllces latlns les quantltés rrrlatlves-
las ouantttés relatl.vrss ÊuX. veriêbles de

,*,
x, = -i sans amblgultÉ1,c Sact



€t3,1 tti'l - 4

1-

dt z 
ttik EaBy hto Fp Ftv 'i,r 

- 
; "rJn 

ttJt dat lF 
'r.,1

. ôil ,l,l J = i div '[/.

Alnsl t

1) 31 C - | aEæ#l, K s'tdentlfle au volume tftlD au domatne9occupé par

le système S à l'lnstant tl et I

au polnt x et à l'lnstant t.

, tl) L'extenslon de !a proposltlon 1 aux tnt6grales de voiume portant sur Ces

fonct!.ons à valeurs vectorlelles se falt sans dlfflculté en proJetant sur des

axes ftxes et en appllquant t23) à chaque composante.

*\+ C rllv i/' Il Ou, da, da,
)

À+ c'dtv ÿ') 1r, rtx, rrx, ,

/

qrêd C

.') ï *(cv) I aü c,e,f.d.
J

le de surface se ialt évtderment par le théorème de

dinî.241 tIOt. I orvüovdrb
' Alnsl dlv ÿ est apoelé taux de rlllatation volumlque du mllleu en mouvement,



,ll
I

2.?. FJux d'un vecteUr' à travers une surface'
aatlaa!arala"t'r1"t""t"""""t1'

Pour ne pas alourdir inutJ'ler'''ent

monstration de la propositlon sulvants

férentlel extérteur.

ce chapltre, nous ne rlonnerons

qui +aii appel à des notions cle

pas la. dé-

calcul dlf-

?.topot-ylJ-gn î- :

t25) Ô(t) = J,
-)

où î(x,t) e=t un ch:rrp q."e"t"r.," X * oortion {e surface cennexe que '!''on sult

dans son mouvement ; la drÉrlyée-Perllculæ Ée qe flux est donnée par Ia relatlon

(26 )

où t est le vecteur unltalre de

p "Ê,n,**,,-.

,i

la tangente ortentée au contour'âX de t '

----

suJ t dans scn

2.3. Ctrculatlon d'tfn vecteur le lonq dtun arc de courbÈ'
a a a. a a t 

" 
t t t tt t'i t t t 

" 
t t t 

" 
t 

" "i'l 
t t""lt t" 

" " 
t 

"

?ngnoat-iion 3. : Solt I la cLrculqllgn rt6ftnl3 per 1'ln!Égrale

I. 1(*,tt ' ît1) o"

.,
où A(x,t)

flr)

est cle vecteur et L un gfgÆ. 
"ourhe

tlcuiaire Ce cette circrllatlon s"Scrit :

,r^r,l . iood+

dt
rotf f en ..> ->

ll- +VdlvB+
JrL at

" Ir(* ' ü' o" a)' t d6 * Ir, (s,ü,à J

mouvement rla dérlvée

CT

dt

âT

dt

+
âA

^t

ol. ,

Ii
I,I

--+ 
-) "> 

-'>+ grad (l\.V) + rot A
+l -)Itvl .1

J

+rotA

î,271

o" . 
[r.r,1:

ds



-to
tt,

P et fl étant les extrÉmités de L.

?f_
?:Tîi:::?îi?:' r = J. Â,o*, " J.. Ârtroduo

L- étant la posltton de L dans l'espace de Lagrange c'est-à-dl,re à t = 0 et
o

A.(a,t) = A.(ttJ C'où1- 1-
-§

df c /dT, \-
;- J,. t fFlo* 

Âi.ri.t Fro 
)'o"o 

sulvant le caleul déJà effectué

au parasranne 21.

'r., ) 
o*,

ot= 
'r(oî, - \- ra-.o l(o^r.; = 
l,-! t * Ar 'r '')"c 

ou'i " 
i,.\ * . At

dAt

dt
* Ar 'l,t 

o

!

*' Ar,r 'r (Arvrl,1- Al,l ,1+

,1

'aq"
l+

ât
(A, vr) 't ^J,, 

(ôJrô mt - 65rô rrl

âA,
' # 

+ (A'v1),1 + erJm eul '1^J''

âA,
" t' 

+ (Arvrl,t ' ttkl eLoJ uJ,' 

"
d,où le rÉsuttat (2ib annoncé.

z'q'9111r:11??t*??.;.?:TlY?Ï1?1.:ïiY?l:.Y|.:f?T?'9:.Yll??::.?:?*!::1r'

Nous avons sul.vl .lusrlu'lcl 1'Évolutl'on de grandeurs attachées à c.ertatnes par-

tles d,un systÈrne que l',on sult dans son mouvennent 3 1l peut'être lntéressant par-

fols da Eulvre l,éva_lution de ces grandur".--3 de113f1ts+orr sur das variÉ!é-i

ayan-t un mouve!'ne,nt n115.,-11 rlâflni e.âr -ïn :l'amp 
d: vlj-*t:'ltfl o1tte"":: o'

charnp l(*,t) , i" """ se prÉsnnte noternrnunt lorsquton étuctle la propagatlon

d,ondes ou Ie mouvement d.un chstacle au setn d.un ml'lleu contl'nu.
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.Oéstgnons par 
- t la dÉrtvatlon par rappcrt au
ôt

sult un polnt nu ,iJ variÉté dans 1e mouvement Dropre

thérnatlqggi§!- -le [êne, lt zufflt,=d.=u:19qPl"9il" lf "t
Par e.xernple !

temps,

déftni
V por

13.

obtenue lorsqur+ I 'on

par.W. Le calcul ma-

^ 
-!-: et ly'.ot

ôfaf+,,
*à-a +tJ.gradf et6r âr

ô [ latI cov- |ôt l& b",;

df

dt

+'$' ^rrb)

+ .»'
Ct{.n û

du mllleu par rapport au mouvement Proi:ra

(20)

(2sl
!..

(301

(sî ]

,,;. 
Im

,.)
SoltV =V-r

déflnl p"" [^i aiors

+
bl Ia vltesse relatlve
ona;

6t"l
.- " a.ÿ .
6tr

grad f Et

ik 611++
rtv É - I car. I cv-.ndo

ftl$ ta$ I

2.5. Cas oll les foncttons sont seulement contlnc'mant dérlvaPl9.Pcit tÈo?=na-ux'

.a..a.a.att""ttt"t"" ttt;t;ltttttt"ti"ttitt"tt""ttl't""t"'

Ralsonnons pour t'txgr les ldées clans le cas

tatton (2i) a ét6 étahlil Bn .suopc§iact 1(1't) et

eupposcns les, dérlvables lpu",o""saux saulement'

Solt ctonc .$ partanÉ en ceux Comatnes 0 ,,

sorte que C(x,t) et T(I,tl eotent contlnÛmant

eug, à travers X , cÇs fonctlons et leurs

nultés.

Soft l(p) Ie vecteur unLté normal.à 'X en

[tCr'[ rJÉsiqne alors le saut sutrt par la

en P dans le sens r-t6ftnl put t ôu encore :

., &z per'une surface

dérlvahles dans @,,1 "t

rJ'une lntéqrale trLPle. La re-

ü(*,t) contlnûmént dériveble i

t de telle
@r) rnars

dérlvées orésentent des dlscontl-

P. orient6 vers l'!'ntÉr1eur OeS,

grandeur f lorsque l ''on traversê



.. 'i,,'

ffttorfl = +(pr) - f(F1 l, Pz et Pr^déslgnant respectlvernent le potnt P con-

slaéi6 soit c.rmme llmlt.e rJe points O"Â, solt comme llrnlte de potnts O" lr'

néslgnons enfln ,u" iltr,a) Ia vltesss c,un polnt p astreint à restr:r sur la

surfacs de c1iscontinuité I quand le ternps varie (surface qut pelt d'ailleurs

s'lnterprÉter cOnme une oncle). En felt, on le Verra, seule la COmposante. ncrmale

w = lal.{r! intervlendra.

AlnÈt :

[,
r;

Lorsque

un nnouvernent

as

dv- [ ,rr. I cdv'h, ):û,

le ternps varls, cn est condult

prepre. déflnl 1ar 
la m.quvelent

1o s1. I et xÿ)r=

à consldé"11 or"Jil
de leurs frontlères

c.Eg1
è

eti)2 ont chacun

Flgure 2

c[rcun Ces termes du second membre pouvant s'évaluer

6 
(1)

['
ls,,

*putsque l,on suit.J).*dun" son rrioutement, le nouvement de S, et S, est déftni

par V I celui Ce X Pêr hr.

st on désigne # et P respectivement les dérlvatlons par rapgort au

ternps assoclé aux mouvements proprÈs ae9(1) et frc", on peut écr1re

d t .dv= ü[ .dv+ 
""[' 

cdv
:. I t,uv- I vsY 

Làtb ôt lr,, ôt q

appllcatlon de (29)

I
I cterrtl * do (x,

ly

r âc
dv= I - dv

Jo' at
.--L'1

f +.». I CV.n do

,.,

ztW .) \
\ ;?N.

Xr, 
ut

ôt



-) ->
C\/.n Co c(P2,t) w clo

_,r, '

ona i

do

I l
=L i rrv+ 

I
"ÿz sz

t

L

LH++
1.1.[r1..

ô 
(2)

Cdv

L"'=

ôt

. Ici.i d6 tEr]l wdO

Jaa J2

,anr=" rglatLve du rnllleu Der' rapport à 
'O's \r'- 'â-'*J [ * ;

+ dtv rcüll dv - | c(P1,t) tJ(P1,t).Î{(P)

'1t'>->
+ dlv 

'r.üt 
I dv + | .trr,tt üter,tl.-nirelJ l-

E

âC

dv
1t

.t
Ulav

[r'
I_
Lt'

FêT

Iro,'
lo

on désli;ne

['0,'
E

d'où

'[32]
d

dt

mais sl 1'

. ô('i)

ât

§(2)

ôt

,.?1 dv l lli.,.,I! dc

solt en posant u 8

(33)

Nous pouvons énoncé :

une surface cle dlscontl-0ens le cas où te votume §) eomorend-?nonaai.l,î-on. 4 !

iê E,les résultats t?31 rJolvent ôtre remplaeés les relatlons (33) et

eorncosanteg nornrales :'t I de
L1Z)

dans leseuelles r.., et u r!éslgnent respectlverrqn!-]:g
clu rnlIler., na! râPport 5 f, .la Vlti:sed'un int cle ;l et de' la vltesse r':Iatlv€

3 - Résult.':ïs mathémr-riiques t""4""=^t"r. "' 'At '

3.1. Lcriyne fonianental or: ihÉ,orème de I'tntégrale nulle.
aaaaataa.a a'a"'tt"'!tl"o"t't"'1"r"""

ocnnons cl'ahord une déflnitlon préllmlnalre conrnode.

îîlinilaon I t

gsr,.1g*ctSlr $
l'1, ll extsta au

core sI : 'd

Una €amj.lfelt'ensenhles otrverts D d'un ao'nainc S est dlte

sl, pour tout noint f'l lntÉrteur à tlO et pour torlt'voisinage V rJe

rneins un ensenhle D rja la faniile qul saj't lrrt6rleur à v' ou eti-';' 
; d* "; ; v, vcl'slnagn ce il, I 0 eT t'q' Dc ü'
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b) Si.I'.} est un arc dB courhe

l. iensernbJe des 6rcs déf inis par s,,(s

des rationels, contitue une faml11e

Excmples :

al si.;$) est un comaine trlcllnrenslonnol de : ,l'ensemble Oe toutes les

boules ouvertes lntérteures a -!Dt est une famllle delnse aans..S I tl en est dr3

même de tous les cubes dont les arÊtes sont parallèles ôux axes de coordonnées.

Oéifnf par unç absclssc curvlllgnÉ, s€ )a,b(,

( .r où u < ti t 
"z 

t b et où .ti "t sr sont

dense dansfi .

famillec) [Jans tous les cas I'ensemble de tous les ouverts constl.tue une

ciense oans Ô .

Cn peut alors énoneer :

Ler:r:e loryC.«ne,Ltot ou ]tktorLent! 1 g=ï,WPe? nûM

§ott f (fi) une fonctton aérinte et contlnue dans te- domalne I et?lï une fa-
:

mltle clense aans.-C' . Sl pour tout 0 c,e?' I'lntégrale de ÿ aan" 0 est nulle,

al-ors lb fcnctlon I est tdenttquement nulle dans Îi .

Par lnténrale, 11 faut entendfê tntégrale de volume (résp" : de surface ou cur-

vlllgne) , sL,ÿ est un dqmalne volumlque (resp. surfac!.gue ou llnéIque). La dé-

monstratlon est sl,nple dans tous les cas. Suoposonsf.'trldirrrenslonnol pour fixer

f.l €
o

+-el que

les ldées.
(^ :?tu

Supposons que [f c, = o V D€'F fanrlllei dense aans j) et. que3

êvec f rrtot / o,.,lu" exemple I tmot > 0.

En vertu rJe i.a contlnutt é cte9, on peut trouverun ,otrtnage V de fio

(llre volume clca D) r ceiel esf. contralre à 1'hypothèse.

r7\,:L,
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tl
3'2. 1??]::?:1??:.9:.llf:l?r.î:.?l:l::.îyî.Tr::l:*?l*?::.gliltggl?l??.

' I1 y a un théorème puissant en mathénatlques appelé "th6orème ele Stokqs" dont

1'énoncé et la dÉmonstration font appal à des notlons de calcul dj.fférentlel ex-

térleur mais dont certalnes c.onl.fquelgec sont supposées acqulses 
"n Éioooa"*ot{r"J-

. gt classes de préparatlon I 1l s]-qq!t .!es fonnulos de Rlemc:n et d,0strogradskl que

noue avons CÉJà utiltsées dans ce cours et dont nous nous contentorons de rapoeler

les énoncés. luous Connerons ensulte une générallsatlon de la formule drOstroqradokl

moins connue, d5slgnée souvent sous'le nom de théorème de Ia divergencs et ctont
l---Ies appllcatlons en'mécanique Ces ml1ler.ix continus sont fréquentes.

?nopo.si-ticn 5 ou FonnuLo le- ?ierann

' ..)
La clrculatlon d'un champ de vecteur X contlnûment dérlvahle. le lone d,une

-c-ourbe fermée. C est égale au'flux de son rotatlonnel à travers toute surface

'régullère" O llmltée par cette courbe. :

(34)

,l ,l
Le- rnot lréEulljlg"- Irnrrllquent'co?Ënûment dlffrirentlable par morceeuf .

Les orientatlons de t vecterrr unttalre de la tangente à C ei de t vecteur

unltalre de la normale à Q dolvent ôtre telles qu'un observateur sl'cué le long
-) .) .)

0." n, }e sens des pleds à la tôte colncLrlent avec le sens de nl volt T cJans le

sens trlgoncrrétrlque.

?ilonoti-tiou. (, ou |a:,:tuLe lttlltn.oa.ur.t.t!ü :

Le flux C'r.inÈ.rhp de"recte,rr nûment dérlvable à travers uns surfagq

-fgg-ttèrs" I ferm6e S.gl_{t:g]_e_:-. t'r"te_".""_L" t"tpt" O" =" air*t
domalne O l::mlté par [ ,

{rr.f o, = fi.
----+ ->
rot X.n 60



li1-"* lffi.*T* _i

t],''-.::1 rltdivxdv I

r8

(35 )

Le veeteur -)n ui'lltairtr est lnl ori.en'{:É vars lrextérieur rju demalne O .

C'est ceite FropLlslttcn quo nous

Tlû.ondq:z Qo lThî..0tti,.nrc tl.e .?n ii.iye.n.nsrreal

allons appl.Lquer clans 1'6noncé nulvant

I

,t

rr*
Scit fl un ionains del Sj"*t1è*_r_egg[g- jfi :E

-*
Solt ri le vecteirr unitaire r:Je la ncfinalo è E (orLsnt6e vers l,extèrieur de iI

tr
Solt enfin t.'o _ une composante d'un channo r:!a ter':seur d'ordre Çuaiconque,

continrirnent dérivable dans I et contlnu sur fr alors !

(36)

: 11 p-,xist€ une cl€mci'istratlon dlrocte r'Éts on peut aussl la dédujre?T?î:i:?:ji:î
de la formule

En r+ffet,
ùe*

nullaÿX, . trJ*

d'îsàrogradpkt

sott X Ie vecteur dt: Ê3 aont seule

- r la orooosltlon 6 erntralne..... Q

III 'r,- .... .
ùr

conposante n'est pos

e.q..f.d.

- ièrneraî
alors !

dv.
Q,F

ît 
'rJ*,..q 

nr do
âft

W.tlcj,-?.\j:

- 1) Forrr:elle;nent, appliei-rer (36) revlent à rer.placar l,lniégraie de volurne de

le clérlvéa pai.tl':LLe en r d,une qu:ntit6 scalafrac.ùpar l,lntégrale, sur ia fron-

ttère ciu donaina volumique, riu produit do ln quantltÉ u'I oar'n- b'è*" coinpo'sênte

de !a nnrn'iaf e ext'Srlcrlre unltai.;eJ .



llJ Pour obtenir effectitremant un théorème de dlvergence ilq = r dens (36) et soinrne'sur I'indlce ai.nsl tfiÉ d,où

[ll^rrJ*.....1,F dv = ll ,rJ*.....r n" ô
O "Af, -w

ce qui s'6crtt sf. l'on suppose que -If est un tenseur drorclre p.

(st) III drv 1 tn) o, = II fi ro) i *o --ao

tttr P--.th-îo'ùre dp. 1". furyen-ee e.t.t- e.neotie vn4vhîe cratu Le

solt en effet f, un domaine plan et ox, peroendlcurarre à xl
en causes sont supposées ne dépendre que de x, et xr, Apprrquons arorsllndre O de section droite E et de hauteur unité

19.

faut prendre

enÂ nl-an.

les fonctlons
(36) au cy-

et

â0o et
.+grales 1 .

Exenn?.et 2

t38)

en effet

(3s)

en effet

III '"*rp'0

JJfv,' ,. =

ô

rrv = IIÿ *, "
âo

s Lnnlicaiioll ,h thê.onùne ,!a- l-a d,(.vehaenczl-- -

IIr
âx

n, &e

doït
o âo

= II,;,,* :.IIÏ
0

rotUdv= il ilnü

n, do

ffltrrk;.....0," o"1d*2d*3 = IIrrr.r*,...e1r dx., dx,

[les lndlces lcL

?e. JJ 
*rJ*....q n" do -

.ân
â0, Étant les deux basesÂ'): e- et donc nJ rPoUrr=

ne déerlvent que l,ensemble {1,21 ,

I^. 'rr*n"" 
. 
fl-^'r.,r. ..on"o" * If .rJ*..on"o'

a[ -ao

du cyllndre r dans 3es o"ux a""nrc"33"nru-
1,2 est nul d,où le résultat anoncé.!

iJ o.ra "-. it\ J*al* .= .i , ,i,*..." .r.r &ùri&,..{ +t'lr"l '

Ei3t ut ,.j d'



)o
(40) II t?u.;'i-ii:

»

î + ->I U.T
J

1E

ds

car

II,'rr* u*,, '{ * "t5t 't n3 ot

+ +')
(n,u,ea) ds

.» -) -'
(ea Â n). u ds

+.>
u.T ds

=I
AE

=[ J,,

.l't
âE

III, [te u,r),i -

IIrn*'r,1 nr do

.I
âE

§--

?rurnil.ne iienti-tl. de Gneen.

(411

. dr. '. ÿ,J o,

-)
stad ÿ

3,

't

. gr.ad ÿ

(l),rt

dv
3 III

o

0r par {ÉIIllIg!-t **r*#.;,,.r,,,"-dr 
}"r{

ÿ,1 nr

aanivrt:,r-t

.>
.Il

!.o nt*t"ii.tel.

III ÿaÿ0,=[[ +u
o "eCI ân

do - III-
) æ-')

'grad ,ÿ : . grad tP

î e&üèrqe. id ewtJ,{ule'G'LI?L

1421 -'1,Â?! 'Jv.

i-ryî.lir,tryrent. CP:

doilln* t.fl3-
rt

1,4
Q:rrl

4- fmpllcatlons .ge.11!ra}es d'une lol cle ccnservatton.

Nous supposons que

d 
["t-;5'

oonservatton (22)

t ,o " I Ar

c'est-à-dire:

dv

Ia 1o1 de

dv+ f
'at



21.

est vôlahle pour tout donarneo$ str'lctement intérieur au système étudté S e{: nous

nous propcsons d,en clÉgaqer quelques conséqusnqes. Sauf mentton contralre, nous sup-

-) 
' 'r' -'--':-'r-- --' -r + 

' 
+

posons que 7lx,t), champ de vltesse de S et I [x,t), A(5,t), { (X,t,.n) sont des

fonctions contlnÛments dérlvatrles de leurs arguments'

4: 1' f?l.9??.:?T1??:.TYlT?ll::.9:.:iTf?:?

-) ')
Pnopoaitl?n ? : La. grangeu.f -'}(x,t,n) est une fonctton lmpalre

++
o(x,t,n) = - cr(5,t,-n)

Solent p et ['un pol.rit et une dlrectlon pous lesquels on veut montrel' [43) '

Solent 'lT le p!.an passant par P st normal à il'

S domalne quelconque contenant P; i = Slrn rf ' .l partage;9 """Ii
ut$ Z dé teffl que sorte Cu" il est normal à [ orteité vorsil]r.

En utlllsant les notatlons de ]a flgure 2, p.14, on appllque l22l successt-

vement a&, , g), 
"t.fl on obtj'ent alors 3

?-l-d l,+. [ +t)Fl ^l nrilrao = [ A

; b' r 
o, + .l ortlt oo . I- crrüt ao = Iq A, dv

rst[1

+
en n so!.t

(43)

i .!nr., . Ir, c,tïr ao . I, crrt-ilt cio " 
b, ^, 

o'

i f+ " . I,p o'tlt oo

sott en aJoutant memhre à .mernhre les rjeux premlères Égalltés et

chant la dernlère

r

i, o*t^' + o'(-N) do = Q

plals l,en$emble des E' constitue une femlllc rtense dans S n'lf '

sultat (43), valable en toqt pclnt P de S'

=[ A'cjv

en retran-

cl'où le ré-



0.2' Fî:?11?T:.?tî.l?flyî::.??Tï?ll::.?::?:lf?:.i.yr.l?l.g:.::r:y:l* T."
Soient e.r, @2, e, les vecteurs unitaires Cu repère cr:rtéslen utlllsé. Posons

orto'l'Üll 
.l-rJ_'o't'_,

at appllquons [22) à un parallélépipèrle rectanrr"?
de coordonnées en notant qu'alors :

d'arêtes parellèles ôux axes
)

t44)

(45)

alors

ce qul

- (i(É,t'i!

l;'" = Ia"rr nr on

d'après lrs théorème cle ," *r""rence peut

Lr* E 
hà,r,ro,

s'écrlre :

di

; f'fr', 
a" .

appllquant (23)

t
JL

ui.1,J d' = Ardv

at en

L 'J',J " 
urJ,J - Ail dv ' o

' Cette égallté a lleu pour tous les paralléléplpèdes lntérleurs à S, ceux-cl
constltuant une fannille dense dans S d'où le résultet suivant :

?tutroli.üon t: Pour la l,ot de conservetlon (22J, les f,onctlonsft,,.A, et ar,r-rJ
vér.ljlent en tout !-roi.nt de S en lequel elles sont_contlnûment dérlvables, ltéguatlon
aux df:rivées part j e1les .

(46)

tout domefneJ intériprrs

tà"h +
ât

(.fi

Cottollai:tc : La Loi cle conservation (221 lrnoli
4.5

147)
k tr"

I*to, - "rJ n.r) oo r Q



Récicrocurlrn*îot si t46) est satlsfaite en tout polnt ae !S) et (47) pour tout

Oo*ur.n*jrl **rieur à S, on peut écrlre la lol rle conserv"tlon (22) port tor.td

Le résuitat est imnrédiat en écriva nt Qil tenent compte de (23) et' (46).

o',. *î::i:. g:l:1ï?.î:.Il::'

Nous alions étudieraf* comme fonction
4.. i étendons oour cala la déftnitlon de

1J
pcsant :

->
de n et reconnattre alnsl la nature des

cl pour tout vecteur non unl'tal're en

(48) ?(r,a, ti) ' Àà)lr.,t,-Ât

ce'ôul est compatlble evec (431 alois on peut énancer.

?noposil,Lon" 9 r Le fonctton d(x,t,u) , est linéalre
-> ^ ----!/en ü et définit donc à tout lnstant t et en tout polnt qs§ un tenseur ê apDeté

denslté rje îIux associé à la lol de conservaticn (22J par 1'appllcatlonTrlo fü).

Dans le repère cles x. ce tenseur est reFrrÉsenté par la matrlce.a., : autrement dit

+(rr(x,t,u) = ulJIx,t)u,

-

0n démontre ce résultat en appllquant le corollalr"&tl 
'à 

un tétraèdre trl-
rectangle r dont la face hypothémuse T est contenue dans le plan iI oassant oar

p et normal à È = füllul ) (p étent le polnt quelconque de coorclonnées x en lequel

on veut prouver le r6sultatJ. On obtlent alors

I, to' - a''Ir'') do = r

et connne les tri.angles T sont clenses dans S n Ï , on oOtfent

compte tenu Ce ('î81.

Etant donné que (49) entraîne

{.8r
et conelure le Farasraohe par

évtdernnent t471, on peut générallser Ie corollaire

?,t.cpot,Lü.on lr) : s1 le
.EL

s folctions Jur(x,tJ , Al(I,tl-:
vables (1) d"n. un rjoma

-:-

rne ofl vusri.rient les éouatlons
,à(46) et si le vecteur çi. est

dô-fini oar (4g).:-alors lLlci Ce con.îÈrvation (?2) €st la"ntf rtrut""nt toii"f
pour tout rjornainer$.). lnt6rleur à (Or.

t4s)

le rÉsultat anoncé

a- -(x.t) contjnrlment rJf:rL-
-J\

(1) 
Le rÉsuLtat reste eceuts sl la donnée A, est stmp).ement continu'i dans J)"'



?4
4.4. ltï?.1??:.?yî.9*::??i1?lll::.?Ï.1?TT:.11!:'r::]:.ç:Î:l:l:.9:Yi?.1?*.:r?

conservat,lon.

Supposr:ns maintenant

dans l'énonc.1 de 1a loi de

morceaux, En uttllsant les

le résuLtat suiv.3nt :

que Ie chamo ctes trltesses V et les grandeurs lrnpliquées

conserva'i:lott sont seulement contlnûment rJérlvables par

notatlons et la méthode clu paragraphe 2.5., on obtlent

de dtscontin,rité I J.neluP Cens

?nopoalÿor' 11, t

éventuelle surfacg

La loL cie censervation (22) imPl ue que en tout lnt rJ'une

(50)

g. 3!@9 l_lf-eomPo su.l t e Dnrlrrole cte la vltesse du mlllbu relativement

à la surface de discontlnuité et l'l 1e vectour ncrrnal unlté à E au poLnt considéY'é:-

.) -) ') -» '>
: u =.(i/-l^l).N = U.u

par allleurs, sl 1'on =uppo.e 
que le domalne$ est anim6 d'un mouvement

propre dlstlnct clrr mouvemerrt du nilleu, on peut Écrlre la lol de conservattoâ Q'21

sous une forme pius générale en appllquant la formule (31 )

=l* Atdv

[,*,
. Êtrr]] =rr

(s1 l

en posant

1s2)

: ku, 
o'. 

Jd', 
n"

l'tJ - '{, 'J 
* "u t

'a'rtt) 
= u'lJ kJ

.)
etU

+-)t V*t'J

La relation fsCI] qut s,écrLt uio", [o,r(N)Ï = 0 traduJ.t donc Ie falt que

le vecteur ü,ti?f qui ceractôrtse 1es échanqes surfaclques à travers la surface de

discontinultÉ E ne sutlt.ôJCUne dl'sconttnulté à travers cette surfacc qul se pro-

page à ta v!.tesse fi.

4's' ç?:l*li??:, ::î . 11l lt::. ??.!Yi?] ]?: . ?::?:1f:: . i . Y::. ]:1 . 9:. ??l:?lY?il?l :

,

Nous avons Jusqu,iclanpliqu,'r Ia loi da conservatlon à des Comainuu,S stric-

tement lntérleurs ,rii s.vstèna s ; consirlérons rnalntenant un domaineB ayent un morcea

de frontière f, cornmun avec âS r'rontiDre'c|r: S'



Supposons pcur slmplifler S connexe et âS contlnÛment dérlvable par mor-

CêôUX T

Admettons l,'existence ci'une êctlon extérieure

instant t par un chônp de vecteu"Ë *(P,t) rléflnl et

alors par un procédé de passage à la llmlte de (221

fonctlons en Jeuxr 0r-r-montra-que sur tout morcaau E
J #.+!' - !" 

-.

T et la fonction â*(p,t) sont contl'nus

I {gtnt - *r'} do

l
ce out, grâce au lerrme fondamental lnnpllq':e

(P,t) solt atr(P't) n, = orn (P,t)

condltlon aux llr,ltes naturellement assoclÉe à

surfaclque schématl.sée à tout

contlnu par morceaux sur âS,

Justlfié Par }a contlnulté des

de âS sur lequel Ia norrnale

la Lol de cohservatlon.

=[l

(s3)

ce oul est 1a

?.etwaoueÀ 6 t

1) La ccndition t53) est une condltlon aux .ltmltes nécessalre qul peut très

bten n,être pas sufflsante par exemple pour un flulde vlsgueux'

lt) 0n a relsonné pour flxer les tdées sur une 6quatton àe conservat!'on llant

des grandeurs vectorielles mals tous 1es rÉsultats s'étenrlent, moyennant'adarrtatlons'

aux autres cas poss:i.bles i ngr exem.nle sf èfÜ,.* €t A sont scalalres' â est un
^.

Vecteur déflnt par g(x,t,u) = a.(x,t)u.. D'une façon générale slc'r"'l et A sont
11

des tenseurs d'ordre p, a est un tenseur d'ordre p + 1' '

5 - ApPllcattPn à la conservatlon de 1a masse' 
.

Nous avons évoquÉ 'Ju déhut

rtabtllté de la masse retent.i Par

. ÿ t'-
Ou tnanttre lff de clnétlqué 1e prlncipe d'lnva-

la mécanique classl'que et qul peut s'énoncer ainsl

,olvrt.tion t!.e 1-o ':",I.llel t La masse cj'une partle d'un systène i+':-

'!Êlefeuel'OnSUltdânqsontr,oUvern'nirestpconstantecluandleternDsverle'

' Cette lot se tracJuit donc oar l'écatlté très slmpl'e

(s4)

où C est un rjomalne arbLtralre du

le masse volurnique

système S suppos6 trldlmensionnel,g (x't) est

d?
lpov = n 3

ct ,§



S1

servôt ! on

lntéqra I e

(ss)

I'in :.approche c.ttn relatlon de l,expresslon gOner"t,(22) an voit que st est le scalaire p , c , ô, A sontgénérale rJe cetta loi peut alors s,écrlre d,après (51J

d'une lol
nuls. Le

et [52)

de con-

fornra

26

.).)
uoU.N

st F(r)= [- ôix,r]rlur J.(t)

ào
+

er

écrlre sous

(pvl),i - o

les formes

aux rlérlvées

)t^rPàv

alors

(s8) di
_ dlt

(t) dt

dF

dt
-,,5

:1,"= - I,i -
,! etant supocsÉ anlné lcl dirn *our"ment propre.

Nous samrnês en mcsurergrâce à lrétude générale
dement les conséquences Ce [54).

5.1. Equatlon Ce contlnulté.
. aaaar.

. En un polnt de contlnulté, l,équatlon
s'écrlt d,aorès (46)

f

. que lton peut encore

(s6t

lntrlnsègues

.,,8

( s7l

5'2' ?:i*Yf:.??*1cuI.rlre des !.ntsgl?i?! prrses-par-rapport à une rJistributlo;rg:.li:ii; " "" """ " " " ' rir r o " .'" ";;.. .. " " ' e " " 'r ....:

' Nous avons tJÉJà annoncé et utillsé rlans le cours de mécanlque g6nérele(cf'(48) F'32' (56) p'33 et t57) p.34) la proprlété de rrérlvatlon pu"ti"rlalre deslntéerales prlses par reoport à une dl,strlbutron da ,nasse à savolr

précédent€, dcr tlrer rooi-

'a

partlelles assoclée à (54)



I

llous Pouvons

solt en effet
nialntenant ]a démontrer

2L
ôas d'une lntégrale Ce volurne ,dans !e

d'après

F(t) =

( 231

::3

dt

I o[x,t) p(x,t) dv

'l rtr

ârô 0)

Ir,., 
L

ÿ rtr

+l+dlvrtPrrl dv
âr

|-r.t.aopo*l odv+f ,h
L" 

.- - I 'g,.,L"
î,] cv

aô
dU

dt

+ dlv (0

sl l'on tlent compte de (20) et t56') c'q'r"d'

?enüque 7 : Dans le cas d'une dlstrtbutlon surfaclque de masse !

(ss) F(r) = f *,0,., p(x,t) ,o =1,,, 0t3,tl o[x't) i' i do '

ÿttt9(t)
tt -. i

Il faut au préalable écr1re Lréquatlon de contlnultd càrrespondante à savolr

didf-.1
o=l[ ,oo = 

" I pÊ. ldb,cequtcornpretenude(26]condult.à
d. 'ÿr.t dt 'ÿ(t)

0n .nnontre alors (581 alsément,

Une mÉthode analcgua seral't à

s.3. ?ïT1?:::.9?.::?::::.?:.:Îl::.1:.:f?:'

La loj. de dtseontinui'té assoclée à la conservatlon

en appllquant

utl1lser Pour

t26) à (59) comPte tenu de (6C) '

une dlstrlbutlon linélque de

de Ia masse s'Écrlt d'anrès

masse.

( s0)

(61) . *fl



Ptonoai..t.i-ott l2 , Le débit m.f ss.ii.GLt4 SUrf acl 0u = m est contlnu à trillels

surface rtr; rliscontinuit'É I

Il convient alors cls dtsttnguer deux cas :

dl

S1

(62!

Surr{ace.t de c.otù-oal. t

P) 0.

d'autre de E

0n d1t que E

, la vltesse re-
est une surface

t{: ., .

sur f,, ln = 0, on a nécessalrerqent'pulsque

+-u 'u e(l

Auqun déhtt ne traverse clo,ic E et' de oart et

latlve rJu nrtlleu par rapport à X est tangentleLle'

de contact ou enccre une surface de gltssement-'

Exer,Yt.U 3 : La surface séparant deux ltqulcies

face.de sÉiaration d'une masse d'eau en contact

général des surfaces de eontact'

âl rlndu dz ch.oc.

nonm!s.tc-,lbles en mouvzment, la gur-

avec I'atmosPhère constltuent en

mllleu traverse effectlvement la surface de
StmfO'

dlscontlnui.té

Exosrnlu 4 z#

u* et u' sont / 0; le
f, ; on dlt que f, est Une On!e_!e Ct,Oc. 

,

. Sôlt un gaz -au repol 'lans un tube llmit6 à I'unB de ces Bxtrénrltés par un

plston. LIJrSqu,on enfonce ]e ptston, la surface qul sépare le Saz en mouvement du

gaz encore au repos est une cnde de choc'

. Uno exnlosion dans un mlll'eu y prodult une onde de choc'

.Levc]'cccrolslèred,unavtonsupersonl.c|ueprodultàsonpassa.qedesondss
Ce choc.

5.4. Condltions aux frontlères'
aaaaaaat"t"'ltlt"""'

Le fati qua o - 0 dans la lot de conservatlon'de la'"X" tsgllgo qu'll

aucun débit massique surfactque en tout polni d'Une parol')' ' Autrement dit'
sserelattvedumllleuoarrapportàlaparolestla composante n9rmale cie la vltesse relatlve su marleL' .,or I sPPe

nul.le . .

n'y a



t

5.5. ltitlieu
aata,t

I ncci»pr(sslble.
aaairaaaaa..aaa

29.

qî.!,ittiüon 
9

tlons qui lul
volumlqto est
par

: Un mllieu
sont tmposées

nul en chaque

est dlt j.neornnresslble sl,, cluelles que solqnt les condl-
où les actlons exercées sur lut, t. !glr.,gg glla_!F-rlol)1;*1_9a.1
oolnt ou.à tout lnstant, ce qul d,après (?4) se tradult

(63)

llal,s alot.s

(64)

-|dlvV-O

(571 lmplique

dp'-ae

c'",:kÈ:o-119-q,u". la masss volumlque en un pctnt
sult ce polnt dans son mouvement.

reste constante lorsque I'on

?'w'atquz I t ,.1 se peut que p ne soit pas constent dans toul te m!,rreu, par
exsmore dans le bes d'un mér'ange. non homogène de deux fluldes, rnals sl à un rnstant
donné p prend la irrôme valeur milleu alors c = po un tout ;;;"a0o dans tout le
et à tout lnstant. -

0n auopo'te ca;ic, ôaud narüon cont^a,iu?, que D ..enm.tanîe ronaquron wtü -de milieu inconptutibf.e. !)ana ce,s cond,Lü_ota, l.ct eq,rÂLiorrâ 
-

o[1,t] n îo e.t, üv'li = 0

t"udu'ç|ent à kt (,oü 2'ineoniwtes^ihiti.të. et tr|-quation de conlistui.t6- dou te .1l,tan
inconpnetaib!-e,

l65t



qr$!]riJfl r cortçrk/I0ll j! l^ n{fÂilrlTE oF 'r',)t"/E'!rr[

Ttl'tq{:l'n f/t.s c')l\'TnAINTES

.1 - 0biet du chaPitre.

Nous allorrs malntenant expltclter la prtncloe fondamental de la mécanlque

classique (cf. polycoplÉ I p. 39) pour un mllieu cOntlnu rjéformable' Ac'et effet'

nous supposerois que, sauf mention contrai're, ]e repàre li' rlans lequel eSt observé

le r:rouvsment est gali.léen et nous appllquercns le princlpe fondamental à unE portle

.D arbltraire du sYstème S étudlé.

s:tent oonc roi;et (ÿe)r.cespectlvernent le torseur dynanlque a"fi dans

son mouvement par. 
"uppÿ"t 

a lR iËf.poty I p.33) et le torseur r1es effo'ts exté-

30

' rleurs applioués a$ (cf.-poly I p'37)' Nous avdns :

oî:, = f}.{w!
Ce qut, compte tenu de la déflnltton tlu torseur crnétique CpTJ (cf' poly I o'-33!'

de la proprlété.ts8) ct-dessus, et du falt que, sl 0 est l'orlglne Ou reparet\'

üto/,1 = o, s'écrlt I

(T; ->J))

. Êeste à être capable Oe,S'6ïinlr-ltes effSSts extérle-urs apptlquês è'$

Ceux-cl sont de deux sortes

1) Les efforts exercé. "ur.$ 
par les systèmes extérleurs à s.

t1) Les efforts exercÉs .u".-) rrar les partl.es de s exté"r"uto. à .D '

Conformément à la termlnolop'te usuella' ces darnlers sont dlts effolls

l*érl.eurs à s alors qurl les prenrlers sont des efforts extÉrleurs à s

. Avant rJ'exfrllclter rJ'aventage, formulons quelgues hvpoifrèses :

1) S et J) sont supoosés occuper cJes Comatnes volurnlclug ' aet)3 (cecl est

conforrne à la réatlté de tout systàmr:J '

lt) La dlstributj.on des masses dans S à chaoue I'nstant t est d6flnte par une

Insl§sE volumioue PIx.t)

' (66' o 
t l(m,tl au ' qdr0



iii) Lr:s efforts extéil;:urs exercés ,u".0 par l'extérl.eur de Ssont"repré-'

sentée à chaque lnstant par une dtstrtbutlon volumtque

IV) Enfin, et c'est 1à I'hypothèse fondamentale

tes. dÉveloppements ultérieurs, nous admettrpns que les

, Tng$$.tail.§ deô qc,ti.orü P-oeaLed de contact '

. . S.oni. heptr,é.fr.r,tü e.n cho.que point tl de àD et à cha4ue itl^tîtl.t, t Dah Lole

dry-,ir{ê tu4ÿtique d.e $ottcz'f ,,e r!ô.penCo.tti à cet i^r\tant que de l"l ü rlu veüeu'L

u,tltaüte ytonncl en l,l àà,Daoitï. loü.enri dql{ menLton confluitte ve,\,5 l.'ettê.ü-eat

de,S l. fliogÂ dë,signow ,lonc nan\?(u,t,i{ ou|lx,t,ït U. valeuft en tt ü d. l.'itr.*tutnt
.|tdeT...

. Ainsi, sl$, est un sous domalne rie S dlstlnct deCI rr,afs ayant ur"",jflJun

polnt commun pl et un plan ',.angent conu-nun en tll o.n utlllsera en { Ie même vecteur î
pour décrlre les efforts exercés =ur-$ et rC r respectivement par leur complér'nan-

talre dans s, ainsl T ne rlépend que de la forme locale ae #en !T st ce au premlar
I

ordrg (directton du plan tangent). ft ne seralt pas absurde à prlort de sunposer que

î ,ri"oo dépendro aussl de la forme locala au second orrJre (ra--vons de cou-f,burg par

exemple) , nous nous en tlendrons cep.enclant.à I'hypothèse très slmple énoncée

?llrrfi1 est. aopolQ. î-e. vo-eloun conttwinle en tl poun bt dit.eellon n.-

Avec les définitions posées (66) et t67) s'écrlvent :

3t

-)
fdv

->
de forces f(x,t).

?

sur laquelle rePosent tous

effortslntérleursàS:

0l't Âtav

(68)

(6s)
t,lop
'rr,

nr'i
d

dt

+Âov,Jv=
.)

ItTdo+

Les hypottrèses fattes, en partlculier celles Fortant "t 
T' montrent que

(68) et t69) sont des lo1s de conservatton t on dlt qu'eIles expriment lg.ccn4U-
-)

,*:l r!o- ît qtu.ü'i-*ê. de ,,otw,zr:ent car CoÿJ est souvent sncore appelé "torseur de

la quantité de mcuvernent".

L'obJet Ce cc chapitre est d'apollquer à (68) u1 (69) la théorle générale

exoosée au chapltre fI et ds dégar.er la stgntflcatlon physlque Ces notlons e't des

résultats euxquels.cl-l.e conrjult' ljne attention partlculière est portÉe au tenseur

des contralntes quë nous allons déflnir et qul, en falt. caractérlse les efferts

lntérleurs en tout point M 'lu système'

d 1 -) f. -)

-l PV dv=l Tc,o
or c ' â,D t
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rI f- dv

lDl
itre If en posant

(70) t 
Lrr, dv - [ ,, do

dt h ^ 'r..-D*

et 1'on peut appliquer les résultats du

2 - ôpr:ëcaticn de la t!éorle qénÉrale

2.1. D6flnltion du tenseur des ccntraintes,
,aaaa. 

aaaa. aaar.aaaaalr

Sl. l'on Écrit (68J en comcosantes, on obtlent

!

chap

La proposiilr:n I p.23 montre 
"n 

o""il"uller 1'existence cl'rn t"n""r, ü
de composantes ofJ (les or, étant dans S. des fonctlons contlnues Par morceaux de

x et de t) tel. qul""n j;out iËrnt rle continultê, on alt

Tr(1,t,n) = ol3(X,t) n,t72l

Ce tenseur est ai:oelé ,tânt"r" a".s "";;;1;tË: 
-

Sl on connai.t à un lnstant t le chamrr des tenseurs rjes contralnte.s, on peut

déten'nlner très slmplement les vecteurs contralntes en tout polnt de la frontlère
d,un volume"D tntérleur à S, c'est à,Jlre dÉcrlre cqirrrlètement les efforts'ercrués

sur$ par les éléments de {S extÉrleur àop.

2 . 2 . Equatlog-dg*lp*llYil!.n-t .
l aa a a a al a a a a aa a a a a a a l 

'

La progrosltlon ô et la formule (461 p.22 nontrent qu'an tout polnt de S où

1lJ

tz3t ' . (p ,r) + (o urtrJl,j = oiJ,J * fl
Atr

ce qul se déveloPPe cornme su!'t , '

l3P
; 

"L; 
+r''J',J.oL;*'t,J'lj - ou,J-'t

et donne, compte tenu rte l'Érluatlon rle cor.rtlnulté (55) p.26. Les relatlons appel6es

'Eq11attons du mouY-cme*!" :



*]= p
I at..

, 
1,.

d\r1
--= 9Y *dt -*'

+ ÿ.
1rJ = olJ,J t t,

33
(74')

dont la forme lntrlnsèque est, grâce à (19) p. 6

(7s)

Dans le cas d'un système

éciuation s_ d' éo gll l,L,re

S en équillbre repère6R on obùlent lesdans le

t76l otJ,Jtfl'o

Ê.|
dlvl +f=0

2.3.

Explot

dî
le

dr bt'*

gn

Symétrle du t
aaaaaaaataaaa

tons de même 1

conduls'.nt à :

,r-*Jt*]=o

:???:i. l:: .:??Ï

'équatlon de co

r
Jrd*tr 'J rr

T?1::::.

nservatl.

do . I,.r\
.§{l

corr':posantes :

"t5k '3Tk = ttJt *J ot r nl 
.

et nous savons déJà que les ccmposantes l11l * arJ*

double contracti.cn sur les er:mnosantes d'un tenseur

d'un tenseur du second ordre.

on (69) qul s'écrlt

trJ, 
'., fa dv

*Jo *, représentent 
. 
(après

du 6ème ordre) les composantes

*.r'*o dv o

compte-tenu do t7?), Ia proposltion g p.23 n'apporte rien de nouveâu car !

La Drooositi.on â et i.a formule (a6) D,72
çàtilk 
L;'o 

xr\r*) + (oxrt/*vr),r - (xro 
*r)

,[{
1

2

+
+f

-
dlv E
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sott !

-la,rJ* 
[ri 

[-(p \/*) + tpvkvr),]-okr,r-f*) +pvJvk*o*J,tv(vl -rJ,**:l =o

qui se reJutt à :

î,77t .13* ok3 = 0

grâce à la relationO3)et ûltfalt que *J,! ' 6r, car alorslrtl'*+ r^ t'''&'nA.-

rr36(zP ,Ju* - o*r) = 0

et c,est la synétrie Ou p"oarit VlVf qut condui.t enfln'à 77 î,cf . calcul ter,sorlel

p, 20 ). tîal.s par appllcatlon de la même proposltlon nous obtenons de (77)

(781 ,orJ " oJ*

gpJ3,noLe lû: Supposons que l'on modlfle 1'hypothèse tlt) p'31' en estlm"rnt que,
'I

.. pour bien représenter. les efforts à.dlstan", trt.,.O 1l faltte aJouter à f une

denslté volumlque de coüples f (c+. polycoplé f p.38), oî trouveral't au l{ou de

17.71:

E O +I =Qljk kJ 1

ce qul entralneralt Ia non syrnétrle du tenseur des contralntes.

Oans ce cours, nous nous contenterons de la théorle slmptlflée décrlte prÉcé-

der'rynent qul est ia plus classJ.que et est sufflsante pour le dévelopiennent de la

plupart des oroblèrnes pratiques.

2'4' F:Y?ï*:::.?TT.11:::lÏ*?Ylt::

Sl nous appliquo:rs maJ.ntenant la proposttlon 11 à l'Équatlon (ti8) I on obtient

dlrecte,"nent en tout potnt l'! d'une surface de rJlscontlnutté ([)

[0,ül = 
;[ir'tt1;

(7sl

où, rappelons fe fr est ie vecteur unltalre normal ô (X) en t et U la comçrosante

normale de la vltesse relattve du mllleu par rêpport à (EJ'



Notons que I'appllcatlcn de la môme proposition à (631 n'apDorte rten tle noli-

veôu. L'écluation (791 tradutt dcnc toute information donnée par la ecnservation

de 1a quantité de rnoul,sinent dans Ie cas cJ'une surface de.dlscontlnÙlté'

Sl nous reprencns les r1eux eas lntro6utt au paragraohe If ' fia'' P'2'* on a !

&l ?oglt tiJte Lunldce ,l.e eontael,, compte tenu de (62), la contlnulté du vecteur
.+ -» . ril. r

contralnte T(iri) à Ia traverse de (X)

[t,r,]l = n(80)

hl ûont le co*

conttnu à travers

chocr 0u = r, déblt masslque à

tella sorte que (79) se rédutt

travere (E) est

a
d'wte orute

Ia surface

(811 m

ou ü aesrgne La vitesse relative du milleu.par rapport à (x) ' ü = i - fi' st ü est

la vltesse du polnt l'l consldéré conme aPpartarrant à (X)' 0n peut donc énoncer

t à. tiave^A un choc, ln Ci,scc'wünult6. du vectewt conîlointe poUL La dilzelio" 
"on-

wte Ut pno?o,utionne!,Le à. \t" rl.ileontinülê. cle La vüeate nelatlve' Le {'aeteun

ruûL,tpücoli.{ î-Ü-nt Le débü nc'ÂôLqtte ta''t '

2's'9??91:1?f.?Yi.1::T:*?T::' 
.

Les conslcl6rations développées En rr.4.5. montrent que Ia théorle qul vlent

d,être exposée n'est valable que sl les efforts exercés sur s sont blen déflnls

d,une part par les forces volumlquo= ? déJà tntrodultes et qu1 représentent des

forces à dlstance et d'autre part par des forces de contaet surfaclques définles

à un lnstant t flxé par une d-ens-l!{ sulfactque É en tout polnt P de âS' La condi-

tlon aux frontières naturallernent essoctées à la conservatton rje le quantltÉ de

mouvement s'écrit slmplement rJ'après (53) P'25

(82)
+.'}')
f(p,n) = F(P)

unttalra normal à âS en P orlenté vers 1'extérleur de S '

composantes

,!.e

de

[.ûtr = [t,'n,]

-+
oùn
Cecl

désiqne IÈ \'ecteur

s'écrtt encore en

oiJ nj = tl

une partie dn âS, Fi = 0 on dit

(83J

Sl sur
que cette Partle est |§



36te,:,«lgue_Ll ,

i,lotons que sl les f, sont en génêrcl des forces clonnÉes, lf n'en n'est pas

nécessalrement cJe même des F. . Conslcl6rons par exemple une plèce cyllndriciue en-

castrée par une de ses bases. 0n peut supposer la pièce pesante, on'a alors
.,> +f = -.0 S Ëg tË, étant le vecteur unitalre de la vertlcale ascendante et g l'accé-

lération de la pesanteur). La surface latérale peut être surrposée libr" t Ë = O

sur cette face et par sulte F est ccnnu. Sur la baec.l non encastrée, on peut sup-

poser riue 1,on exerce certains efforts eonnus schér^Qatlsés par une 'Jenslté surfaciclu<

donnée F I alnst 1'égallté (83) fournlt sur teute la partle de la surface extérieur

de }a plèce qut n'est pas encastrée, des conditions auxquelles dolt satlsfaire 1e

tenseur des contraintes llnconnu au' aépart). Par contra, les effortld'rpgu*fryt

*-(exercés en génÉral par un nnasslf .supposé riglde sur La face plane encastrée de la

plèce) sofrt-;1.-LcgrnuSl. Lorsqu'on aura dét*errniné complètement 1e comportement méca-

nfqgg de la plàc-e (en écrlvant par exemole des conditlons relatlves à 1a 'ritesse :

V = 0 sur la fa_cg encastréeJ, et en parttculler ls tenseur des contralntes, 1-'*Égô:

tlté (83) permettra rJe calcul.er ces effortl c'est-à-dlre les réactions c!'.r ma'sslf

sur la oiàce. La cnnnalssance de ces réactlons est en gén6ra1 très funportante car

ce sont elles.qui permettent de rJétermtner.st 1'encastrement peut réslstei'aux ef-

forts extérLeurs donnés exerc'és sur Ia ptèce. -

. 2.d. Thé.,rlne des quantttés de rnouvement.
. a.'..i-ïiô,-a aa.aaa_ttI l'' 

" 
t 

"' 
t t' 1 7 t tS'

CethéorèmeestU@curésu1tatdemécaniquegÉnéra1equ1aset.vi
du pol;rt de départ à ce chapltre à savoir :

(84 ) [{,

: L't = ht*b. Lnuiüirl,p ;

qul est 1'égallté entre torsc+urs

l'lals on peut écrlre

traduite par' (68) (69).

(8s )

en effet cecl est

Itest Bncore Pour

vral oour les résr.rltantes des torseurs rl'après

les rnonents sl 1'on remargue guc

-+.
I o.l1 .

à-'-|-+A
- 

(ntl J\ Ôi) ' Oil Â

àr at

ï t,ül L 'l*D

t23) p.9 mals cscl



quantttÉ de mouvenent se traduit donc par 1'égalité q'f 
"32Le théoràmr: de

sulte de (84) et (85)

1a

[ ,,0* I(s6) I '' | . [,0 i ti.î, r! =

L ar J.i -âS
:[r-1. * [t-l'â.î .D

Cethéorèmeestspéctalementlntéressantpourdétermlnerletorceurdesef.
forts exercés par un mllleu sur certaines parots soltdes'

,

EX|P}y,le 5 : Consldérons un fluide 'entourant un soltde fixe B et rempllssant tout

l,espacaextér1euràB(cf..flg.31etsunposons1emouvem9ntduf1u1de.g-
c,est-à.diret€]quetouteslesdér1véespartlellesparrapportàtdesiquantltés
caractérlsant les proprlÉtés du flutde en mouvement solent nulles'

-+
-, -----à

dæ

-l 

-

-à"1

prenons pour$ le volurne flulde ltmtté par âB et pêr une surface quelconque

E entourant la profll B. t-]',arrrès T1:-2.5'', le tcrseur des actlons du flutd:r sur 1'

,rri ("fi, qut est l,opoosé du torseur des acttons exercées par. B.sur 1e fluirJe au

ffl o - ltrru

Par allleurs, le meuvernent

on 6 sur âB d'aPrès II' 5'4'

ü.f=o

et le solide B fixe,
du flulde étant statl'onnalre



Au second marnbre C n f".. est connu
:-1.)et les.contraintes sur uriË'-surface I

du'fluide sur le soltde ll.

38
.^ .1.1af,§*-.i"a.

l1uvr - ïeil i;rjl,
r P. )']

J,.

: ll suffit donc de connaltre les vltesses

quelccnque entourant B pour calculer 1'action

(86)

(87)

conduit alors è :

l= Ctr crt» - f,i(i.il:s-i.f I +

J)

a

3 - Proprlétés locales du tenseur cies contraintes.

Nous nous f1roposons lcl d'titudier Ie tenseur des contralntes en un polnt déter-
o

mtné de §. sans restrelndra la gén3ra11té, norl_!nl-Lo-!J nrenlre ce potnt.comme ort-

stne dp$ à l'instant eonsldÉré. Nous noterons slmplement î(;) le vecteur contralnt
/ri.-"a

pour la directlon 7 peur ce polnt et à cet lnstant.

Il s,aqlt pour l,essentlel cl'appltquer les notions générales très classlques sur

ies tenseurs cart6slcns symétrlques du saconc ordre et de 1es compléter par quelques

notlons utlles dans 1'étude des contraintes. On pourra donc se reporter, si néces-

salre, aux développementq correspondants cJu cours de ealcul tensoriel (l'iociule t1r,
a,

ou C, de la maltrlse de m6canlque).

8.1. Contral.nte normale. Contralnte de clsalllern?nt. 0uadrlque aql çqlltal'ntes'
;;'..: ;; . . . . . . . t . . . . . . . . . . . . ... . r.r . !,. .,.. : .. a 

,. 
t t 

':.t ' 
t 

' ' 
t'' t 

' ' 
t t.t t 

: ' ' ' ' 
t ' I ' ' ' ' ' '

t)ê.iiwi-LLon 11 : Cn appelle contrainte normale en un
.|

dlrectlon n

le scalaire

(88)

Tn apparalt alors corîrne la valeur de la fcrrne quadratlque.

++.)T = n.T[n) = nl otJ nJ = oiJ nt nJ
_n.

OtÏt . ÿ tÏ,Ïl = orj *, *J
5Ç

au tenseur '[ , (cf. calcul tensoriel

0n peut donc écrlre :

fa
ncrl** f'à*-= ç

II.4. p.1C) Pout le vecteur uni-

(89)

assoclée

taire ?.

tso)

ce qul donne une

das eontratntes.
I

T = Q(;)
n

interprÉtation slmple de 1o forme quadratlque attachéa au tenseur



I

în'ctiL que l-e niüeu. Luhi-t

otL .t,Le connhr,s;i* oiîon eu? T 
n

iaa. nobi cor,sid.ô.n8l' pcun la
e$. poa.i,tL{ ou n-ê.ga-tid,

39
clilee,t,Lon L wre tenaicn

W-yr*$g!JJ- : 0n appelle güIainte- tanqentlelIe dlte encore contrainta de cisail

-lgm.,$. ou plus stmplement S*gul"."nt ou scisston, le vecteur :

(s1) i.rir = itit - fr. rnril

d:u vecteurs

1l appartlent au plan norrnal à Êqu1 contlent 1'élément d'alre sur lequol s'exerce
+la contralnte T

fI est intéressant parfols d'avolr une représentatlon géométrlque

contratntes T quand f, varie d'où la àéfinitton :

'"të{ini.LLan l! : 0n apoelLe quaclrique des contratntes A el...yt,Poln! do rntlieu cqf

s19_é:é la surface dÉflnle par !

(s2) olJ*1*J- !1

(Le point constcléré du mtlieu étant flxé et prls comme orlgLne, les Oil sont Cas

constantes et lesxl ne désiqnent plus les coordonnées d'Euler mals seulement les

varlables d'espaee descrlptlves de la surfac'|.
-+-'|

Solt p un polnt ojrn" telle quadrlque.Q, s1 l'on.pose oÉ = I n , on a

, r2 ofil = : I et donc ct'ar:rès (90)

a +. -1/2
l=Tn =:1 solt l'*lt"l

Slbienquelalongueur0PlorsquePcjécrltlaquaclriquefgestdlrectemerltll'éâ
à la valeur de la contralnta normale au polnt consldéré

-)
Sl T a un signe constant quand P tou il) verie, 11 existe'ùne seule guadrique

n 
-.. -^r-r ^^^a{a6nâ {r ow.lcfa rrr ue des contraintesdes coniralntes au polnt conslc!éré, 1I existe une seule quadrlque des contru'nt *

qul est alors une elllpsoIda. 51 Tn est susceptlhle Ce changer de slgne lorsque n

varle en un mème polnt, alorg (92) d6crlt alors l'ensemble de deux hyperboloides

conJuguÉs

+ât
F-Xgr,cigO. 3 z pontrer qu" t'f il est norinal au plan ianeent à r{ passent f'lr P et qu"

FÎ - ,Àh)-1 si h est la dlstance cle 0 à ce plan taneent'



40
.)

1-- T nI >n_t,/ -l"r!-/'r" ,/l t*\ni /_ -l'il_{ oi
\_-/

. Flg. 4 :'

3.2. Forrne bl}J.néa1re attachÉô au tenseur.des contralntes. l?Blatlon'rje ?yTÉ!Tl?
a a a i t . . a a . a a a a , t a a a . . a a a a . a'l a 

' ' ' ' ' ' 
r à r r r 

' ' 
t 

' 
t 

' ' ' ' 
t 

' ' ' ' ' ' 
t t 

' ' ' 
t 

' ' ' ' 
I 

' ' ' ' 
t 

' '

r
. Si |U,yl designe la forme blllnéalre assoclée à E en un polnt flxé (cf . cou{r

calcul tensorlel p.10) alors la symétrJ.e de nrJ (cf. (78)) implique

(s3) ÿri,i,1 .ÿ ri'

^ifi^6i 
en L,Jr r,râsne poi.nt, î-0.

pule.o,tion ae T lï' I aun à.

0n salt que par allleurs

l)

?,E p

:fr .l' .'
o. ' "i'(e' , B''pqpq

-» .)1.) -» '> ') + -,fl) = nlT[n) = n.T[n'J

ç,.^*-r!J,*vdfr + -+-
px-o jee,LLontdt vec,tezth Tlnl

[cf. calcul tensorl=l P.10] que :

.|
ôuJL nt üt C.gale à, îa

(s+1 orJ = Y tËr, Êrt

cette relatlon va Eous permettre dtooérer très slmplement les changernents cle

coordonnées pour f, .

Solent en effet â' les vecteurs unltalr'es d'un
.

+
= tr, ", , on a alors

, = ,r, ,Jo |ÿ Gt, Ër, = ,r, tJo orJ

3.3. Dlrecttons prtncipales. Contral'ntes norrnslg? Pfl!91P119:'
aaaaaaaaaaaa"t""1"tt""tt'q""""t"tt"t""'1"

0n salt (cf. c1acul tensoriel p.23), grâce à 1a sym6trle de I qu'll exlste

en.chaqun point du mi1leu matériel au moins un repère rlit repère prlnctpal du tenl

sr:ur des contraintes rlans leque1 1a ri:atrlce représentant ce tenscur est cllagonale'

nouveau repère tels que :



E

Le's valeurs p:'opres.rle t}' formant alors 1a dlagonale sont appelées gLqlgfu-
w"61.pour1esrj1rect1onspr1ncipa1esetseu1e'nent"rËlu--
contralnte tangentielle est nulle. i'(dî ) -- 6c e? . tf,'l{-'t f'Àùtll

3.4 . TTY?:1?T}:. :?:1:1:?:.9Y.1:?:?Y:.9::.:?îÏT?ltl?:'

Ncitis 'désitherons Par ! '

(ss) x1 . or1 i Eu=lro*oJJ-orJor,),f,rrr=o'et(oiJ)

les trols lnvariants élénentatres attachés au tenseu"Ë t"t. calcul tensorlel p' 21

et nous découvrirons leur r.rttltté au fur'et à meàure de notre 6tüde.

9fy*:T::1.9?: . ??îli:1?i?: ,

(gg) Ss= o1 *oZ+or.=f,r.

=

Le tenseur sphérlque assocté eu tenseur des contratntes E est donc ;

(s7) il . 
" ô*J È, @ Ël (cf. caicul tensorlel p. 26)

et le déviateur des contralntes est

. ._,

oropres ao io 
"ont

d6flntas Par :

(99) 
"1. 

ol-s

3'6' 9?ïl::.9?.T?!I'

Les quar-{rlques des contralnte-s nous ont fournl rtne représentatlon géométrloun

complète du tr:nseur des contraLntes I les cercles de fiohr en donnent une lmaqe Ln-

complète mals souvent très maniable.
->

0és!gnons per i un vp.cteur unltaire de composantes n, dans 19 
-repèje PLIr-clpel

du tenseur des. contra!.ntÊs au polnt 0 constdéré, alors d'aprÈs (90)

(1oo) Tn(â) = o1 nr' = ,, nr' * ornrz *' oanr2 
":

/-- -*-]^-par atlleurs sftT- esÈ 1e f'qa-u.!àrde la contralnte tangentlelle pour ls dl-
.) §.-_

rectlon n alors :
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Poaont noua Le ptlohÙèfttQ. 6uivo.nî :

Le t'evae/*tl.; conttwituteÂ en c F.tant âtl?nola connu , âoi-t rn ü T* cr.eux n.ay.ht.Q,!
aabi-1hçi1r-?Â (,vee T4 Exi.ato-i-i!. une dinecücnî, uue ,uu'!.* va24utu.rleÂoec_
Ltvu en 0 de îtt ccvr.trai.ntz nctuole. e-t. rtu ,ro&rre d.e r.a coni,,-ainîe tayie.nî,i.eîre pour,
ce-üe d,ilec.ti-on toienl tn of rr:'. La réponse est ra suivante ,

rl en sera ainsl sl et seulement si on peut résourtre le système Llnéatre ",- - 
2

_ 2 2 ---- 
Yrr !'vse ' eeesrl' rt lcr §y§lLelrlg ianeaare erl ni

nZ , n3 constitué par (100) (101) et

(1oz) 1 . ni' , n2 ". nr, ,

les valeurs trouvées étant posttlves ou nulles.

solent donc a, b, c trols constantas, arbl.tratres pour le moment , *llttpllon.
respect!.vÉrnent (1011 (10CI) et UOn par a, b, c, sl nous a.loutons les 3 reldtlons
obtenues en posant

t

(101 )

(103)

(104)

(1Dsl

f (o3l nr' . f(T)+a
n

nr''tl
'1, § a

ta' . ,r'= orz nrz - -2 2 , z ?o1 n1 * oZ nZ- * Og nr'

/,,1

,,,

sufflt de .cholslr
- (oZ * orr,

f(t) = aEz *

u
f (o1) nr= . f tozl nr' *

2n1 È

b t * c, 1l vtetrt

Supposons d'abord o,, I o, / o, alors pour calculer
pour f(§) le polynonre (t - o.,l tE - osl c'est-à-ctlre a

" 
- o2 c, alors

(o.r -orl(or -og)

et 1'on trouve oou, ,rr2 et naz des expressio,rs analogues
Reste à vérlfler sl les valeurs alnsl trouvéas sont hlen
fixer les ldées, suoposons :

,r' * (Tn - cr)(T,.,-o.")

cbtenues an permutant 1,2,)
posltlves ou nulles. Pcur

les lnégalltés sulvantes dofvcnt .inrs ritrsrs:tisfaltes :
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t,'

ta'

,,,

os)> 0

ol) 4 0

'*'t 
(Tn -

le polnt ftgurâttf dans le deml plan

flnL per catte équation.

. (Tn - ot) (tn - or)à 0

01) (Tn -

(Tn, Tt

sup lil= +,

n
o1 o?-'

FlB. 5

Ces lnégal1tés s'lnterprètent al.sément dans 1e deml plan (Tn, Tt > 0) : le
polnt de coordonnées (Tn, Tt) dolt se trouver dans la rée1on hachurée llmlnée .par
trols cercles appelés cercles de Hohr (cf. Flq. 5). Ces cercles admettent l'Éxe
des T- cornîe dlamètre sont derrx à deux tongen's ; les absclsses de leurs polnts

n
d'lntersectlon avec I'aie rles Tn sont préclsément les veleurs des contralntes nor-

males prlnclpales.

S1 ol n orl or,l'égallté (103) écrlte pour f(E) = (§-oll(t-o,) montre qua

le problèma n'est posslbl.e que s1

dé-

Enfl'n si ,1 =,Z 'Oa - ", le probtème n'adm't de solutlon que sl Tn - s et

r. o 0' h^^*^,, .,hrt.* tr,Jhad*.l*"Ét"-..L',* "+.îr*
s.7.T?îITYT.9?.1?.::?TT:1T:?.1?:T??11:l]:' '

L'étude précédente est spéclalament utlle pour détèrrnlner

contralnte tanqentlelle qut est 1a plus dangereuse pour les

"oZ, 03 alors

Ia vdleur mexlmale

structures. St

r!e

la

%
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La contrainte normatl étant

T=
n

alors

ü1*o3

Cette valeurffn, TJ étantattelnte_pour Ies dlrectlons déflnles d'après (104)

et les relatlons analosues .n nr? "t nr2

(106) nr'= nr' + t nr'=o

CU d,ilecîioÿtr ôont, csllus derl hirrcc.ùt,tcoÂ de.?.'ug.Î.e ox, ox3 {oru'€ pdrL.lQrs

deux. ti;ntùtisrû placËyta.toÀ co,üLzâpoüo1rt à la nùu oaarute ü Lo. pùu potLte dea

valeutu prLoorlu d.e §, u {1.

r !-'orclrr: des valeurs propre" 61, o2, o3 n'est pas nécessalrement 'le

tangentlelle naxlmum estmême en tous 1.:s points d'un mênre corps. La contralnte
alors donné par La formule plus qénérale.

lor(1) - o (*) I
(1071 li.l

:

suo

xéS
sup

\a
n

max

G,.f l4 tt,2,s)

l.
I - Ex"rples Remarouahles.

t.
§.1. Tenseur des contralntes sfihér!.que (Compression ou tenslon unlforme).

aratataa atat aa aa aaaaaaaaaalaaaaaataaaaaaaa'a"t'o"t""""""t"

- (cf. flqure 6. a).

C'est Ie cas où, au Dolnt consLdéré Ie déviateur est

sul,vantes caractért'.sent ce cas cartl.culier :

+-»+. Le vecteur T(ia,n) est collnéalre à n.

. La quadrloue des contralntes est une

. Les contraintes ncrrnales prlnclpales

nul : Ies proprLétés

sphÈre.

sont égdles

Ç1 - nZ= O3o"
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dans la dlrectlon_ d:s x{ sl, au

polnt constdéré, toutes les compesantes Olj tont nulles à I'exceptlon de .O11'

. Sl 6., ) O E est un tenseur
tt

31 6., I O [t est un tenseur
tt

de compresslon slmPle.

'+'>
vérlf1e lmmédlatement que T(n) est collnéaire à l'êxs des

+->
alors T(nJ = 0

t.
I

(b)

Flg. I

(c!

45
, t t-

"f. z. T:l::::. f î: .::?l:?1:l?? i*1"*:"1 . ITT?:l*?î. :1T?]?. ?Y .:?T?T?::*?Î. :1T?l?

dans une dtrectionl (cf. fig.6. b).
a a a aa a a ar.a a.t a a a a a

Par définitlcn le tenseur est unlaxiaL

-

ds tractlon slmPle

+.+
l'l r 9,

I

On

aI

x, et que §i

o^$llag/rrh '*o8a
@ .^rrJ,4l-. .**l;<

t.'"*"hr ar"lI";-tt
*tqJi ù. 4ù 

""*-.,*Jl<d-( V+ 
^r.'}-rJ .

(al

?to?Ot.L*ion : Une condltlon nÉcessalre et sufflsante pour qu'un -tenseuf deq-99-

tralntes i solt uniexlal dans une !!regt:!e1=[t que t"s aer- a"r"te ants

-'!'

élémentalres E-- et f,--- sotent nuls.
Ât-.441

En effet dans un repère orthonormé admettant

axes, la mâtrtcs irriage du tenseur est dJ.agonale avec

polynôme caractÉrlstlque ayani deux raclnes nulles

Est donc rédult à

'a2 10-E)=o d'où h,= O =

l.H.3. Trnseur de clsalllement slrnple dans deux directlons orthogonales'
Ï''' 

';'.;;;..;;... ' 
. t 

" ' 
t 

" " " 
.. 

" " " " 
t 

" 
t 

" " " 
.. 

" 
t 

" 
t t 

" " ' 
t 

" 
I

tenseur I[ est un

tous les d* sont
->
ri est collnéalre à

E

D solt un ''.;enseul'

tenseur de clselllement simnle

cette dlrectlon Four 1'un:, d?s

un seul terme'non nul r le
(cf. calcul tansorLe! P.21 l

dans les dlrectlo-ng

%

Le
{. .}
e.'' e, si

S1

nuls à l'excePtlon de o1Z = '21
-) ') '+
e3, on a donc T(nl = 0.

(flg. 6- cl.

?tUpotti-tiOnt4 ilne condltlon nécessalra et sufflgantê pciUr o-UP

de clsatllemeni sit Ie dans deux dl.rectlons orthorronal'es et que son premier et son

trolslème lnvari.rnt É1érnental ra solent nuls.



4l'5.

Ërr t:.fFrrt dans un rÈi-.èiil adirsttâirt.le r-r1ân rJi: cisaillement r-;rlmms plan de coor-

dorinâes, tnuS Lesj tarngÉ: rJe la dlagonale de la mat::lce lrnage SOnt rluIles êinÊl qUB

son dr)ternrinant ; 1e ricrlvnôme carâctérlstlcluÇ se rédult d.',rc ir

-(,f3* xrrr)=o

et adrnet pour racines o et * /f:,

.eéuinroquêrntlot si cettr: conclltl,on est sati.sfaite on montre alsément q'-r'i1

oxlste un repère te1 oue la matrlce lmage solt de la forme Ol5 o 0, sauf

OIO = Opl pou" p I L, , ur*l fixés. Ce repÈ:rs est obtenu à paittr: du::eipèrâ prln-

clpal pour une rotation de ]- ; autÔur de ]'axe oxk t k / p' k / 1'

b. + . I::::,:: . 
g:: 

. ???tT?ill:? . ?1???:'

=

Le tenseur D est un tensr:ur Ce contla:!g!-e..1.L1angg c'-els t1 ptan xs = j: st !

(108 )

-f
Si n est colinéai.re

-'1.èle ar.r plan x^ = 0.
J

= 0 (. irt. b rt ;+,* E;;-- osC I ,! ; .';

et tout ',,'ecttur contralnte est paral-

d=6=-13 23

-l +'|
à e^ alors T(nl

J

33

=Q

nécessaire et suffisante r:our que 'I solt un terrsrlur
!.rro?o^$l-on J§: ulg "onüjjig!
de contraintes P1ancs et que s':n Céterminant E- -- eolt nr-r1.

III -_-

En aÊfsb rjans trn repère adrnetiant

ctcnni:r:s, 11 est cLalr puisque 1 l1ene

rnlnarit I 'est. Inversernent sl Xttt = 1,
ê

-cl gz -t' ï

ce qul t-'totltre tlue 1'une au r:tcir's des

soit rl- et sous }a forrne rjlaronale
I

1e oLan rje contrainte corrms pJ''rn do coor-

(et une coLonne) est nulle que le déter"

1e polynôme cer'ôctéristique est rf;rJutt

trr) = [

centraintes notrnales Pt'tnnlpeles est nul1e'

le tenseur sat:isfalt donc

c.q.f.rl..= O * (t =[
11 2! 3I

S.5. Comtrlnei:.:orrs r.inéaj.r'r: rjÈr'i-:i:rnt:eur dr'''s cent:'elntos'r'-';:;;;.:........,......' ":"
l./u lei carar:tiit.c 1inéa1ri) .:.lr: ].e triiris{.tlrira.tinn rr .» T1N,n), on peut" étant

rJc;nri6 rier:x tclnsr-:]l'1j.5 (Je ci)n.l..i.,,,j,nt;es en l,i , r:on:llr:tilrer Irr tt':rlsr.tur rjes c,o:ttr.:intes

rri-:t,;irt,t ltirli" 'il-ifliil-l'lil :-',:l.ti.or) ç3,i l"1r';si ç=itlnit'ôl;';:'r'61 Für Sillr:lljrt;:li;l'crii ]jnr''lj'rB'
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Alnsi le tenseur [E peut tou-lours §trer constcléré comrne ].e résultat de fA-sq

perp*osrtlo! d*_ l"" sr;;Gs à"1; r*"i$;!F"rî.-"i*i
pa1es.

t E clseiJt*eqp"ü srm4e dans les dlrectlons ox, et ox, peut être consldér{'

corîrnB la suoeçposlttqn d'qng 
-trgg--tl-91. 9"ns la dlrectlon ox', et-d'une compres:lort

d,lntenstté ooposéo dans la dlrectlon ox'2, ox'i "t ox', étant dlrtgés sulvant las

blssectrices rje (cx.r, oxr).
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CH!\?TT?E II! : 08F01:t.tAT10!t - ttlTÉ.SSE ?E OEFgptttTl()N.

1 - Obiet Og-gr,ap.llre

. pour obtenir l.,ensembl.e des équations et des condltlons qul permettent de

décrire et de prévoir 1'évolutlon d'un système en mouvernent, il, faut compléter 1'1n'

formatl.on donnée par l.es lols ,Je conservatlon cle la masse et de la quantité de no'r

vement avec :

0'une part, la lol de eonservation de l'énergle que nous étuôlerons au cha-

pltre sul.vant.

O'autre part des lols explicl.tant Ie compontement. des dlfférents mllleux,
Ir

iesqueltes seront évoquées à Ia fln de ce cou;s et reprlses en détatl dans ies en-

selgnements respecttfs de mécanlque des fluldes et des solldes.

pour parler de lois de comportement, 1.1 faut cependant au préalable avott'

flnt toutes les notlons de bases nécessalres :

L'lntroductlon du tenseur des contralntes nous a deJà permls d'écrlre, gr6ce

aux deux premlères lols de conservatlon, certalnes relatlons.exlstent entre les sf-

forts extérleurs appliquées à un système S et les contralntes lntérleures qul en re'

eultent (cf. (74) ou (76) et (83)).

' A 1-'a_ur tour ces contra,lnles ,l1térieures provoquelt des déplacemenf , à pr!'enf

dlfférents pour chaque partlcule, ce qul engendre une défo..rm"e.tl-q1l du systàne S'

Crest donc à la manlère de caractériser la déformatlon d'un mllleu continu, qtrê rlt'')

nous lntéresserons ctans 1e présent chapltre.

Bans le paragraphe 2, nous mettrons en évldenca les notlons mathématlques

caractértsant les ellongements, dllatatlons, rotatlons à I'ordre inflnltestrnal'

CeI.a nous permettra de déftntr aU paragraphe 3 le tenseur des déformations pour ie

quel nous donnerons entr,autre une expresslon ltnéarlsée.dans le cas des'petlte9

perturbat.ions. Le tenseur des taux de déformatlons lntrodult au paragraphe 5 scra

nous le Jusiifirons, un bon outll pour carôctérlser la déformatl'on de certains r'"1-

lleux et en parltculier das fluldes. Enfln, un rappel de cal'cul tenioriel, Joint t-'

ces nouvelles notlons,nous montreral'uttlltÉ des équatlons de comptablllté en rrrôc

nlque des mllleux continus et nous clonnera une mêthode pr:atlque d'lntégratlon pcur

détermlner les déplacements ou les vltesses à partlr respectlvement du tenseur de§

déformatlons ilnéarlsées ou de celul des taux cie déformatlon'

2 - Transformatton llnÉalre tanrente'

2.1. fntroductlon.
raattaaaaala

0n dlra que

les lnstants 0 et
l'q1_pg-ut décrlre

sl, étant donnés

la déformation

{err} vecteurst
dtun mllleu contlnu en M- ê.'"1"!'

lnftnitestmaux quài:oààtÈs
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9To "i - 
ô*o d'origlne l1o, à l'tnstant Q, on peut calculer les longuaurs [dÏ.i el

ôt'ta et 1'angir: ,05, ôtia) oes vecteurs correspondants à.1'lnstant t. (En feii i'.:l

vecteurs r.iM et ô11 se sont dÉfcrmês entre Ies instent 0 et t et llon assL:nilcoo
leur déformée respectlve à un nouveau vecteur inflnltesimal). '

Reprenons donc la descrlotlon l"agrangienne p. 4 :

l"T(a, o, t) a

et posons, coirvne à Ia page I

0 (a, t)

ot,aa(109)

!u
0n a alors :

(11t},

(111)

(.112'

solt en posant r

(113)

d*l ' Flo d:o

La matrlce Jacoblenne F est l'lmage cians le repère cholsl,.de l'applLcaLl.en
--+

llnéalre !.lE"lE qul au vecteur lnflnlteslmal dlYlo de composantes dao. asso:J.? l.t-

+-
dt'l

o
dfft ' F (a,t J

coB = Fta FtÊ c'est-à-dlre

de composantes dxr. à F(qo)--4

Cette eppllcatlon, déflnle êR chaque polnt, est donc représentée par uir
a\

de tenseur,IF âppelés(-tenseur gradlent de 1o défor*utlon "n 
un po,ln!.'t Éta*t\,:-- " \

posé flxe, nous nous dà5ara§serons oé'iirno'fCe t pour a!.Iéger les notatlons r

ch rrrtp

ir$rP

oor§

oü . Ofi = d*i ô*, lro duo Ft:1 OuÊ'

ü

3
T

( fF'' o trsnsPosée

.|
dl"l.

sr

, qf ' calcul tensorlel P..r

ca6 dao ô "g G aÊ.

=de [F

+ôt'l s

.)

Ce{"

ÉÈ\
= 6=T F r)

(114 )
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atlf de I ii'l I entre les lnstants 0 et t.2.2. Calcul de 1'al.longement rel
. t aa a aa aa a tt aa a a a aa a a a aa aa a a a a 

" 
a l 

" " """ " 
l" 

"" "'rt "" " "t'

Posuns

(11s).

et supposons

dso o loî'l
->-

Bt n"
d1,,1"

m
ds= loül et

À*
dlio = Oi"

->
df'!

n=
lonil

nous obtenons à Partlr

- Ç:nL "'B

la dirzctLon no et

ds - dsô
À(no) -1 § 

-

dso

de (114)

( dso )2

fonctlon récloroqrlE {r

calcul tensorlel P,2î.

dégénéré (det Ë , o, pulsque $ admet une

syrr,étrlque, non dégéné;é et poslttt (ct,

i alors

FF est
It

0 est
otnEl

non

donc

Geçr/
lesnm.e 'i l

(116)

en deslgnant par C la forme qtradratlque assocLée à G et en posant ;

11171

ftl't est }a dlLatation

(118 )

À(loJ . *

en Pl dans
o

oti't !

est l'allonsernent unltalre
/- \ -"* r,*'*
I, Etalest aocelé le.tenseur

-+a- 

-

en iI dans la dlrectlon io.
o

des di.lat gn a.

2.3. Calcul de 1'angle (ctti, ô'l) connalssant 0^ î.!9ü;'9.t"1'
r IlaIta.aa..a ariotr"t""""t'."' t 

"trrI 
cl

C(r;o)

(11 el dil. S= "o. o ti'il l,§il d'où
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oosS-

en posônt

(1zCI)

t G", To)

+-)
am. ôt

l*i
§sc lül ,

tod:o oue=

ds ôs

6so = lfro I

coB noo ÿB dso ôso

.+

,ÿ
lem" I

-)
ôI'l

lffii-' 
I alnst'

+
et ÿo

ds

c.s0=H#=î*ilk,

étant la forme blllnéalre assoclée à
=c

la
+
nt

,t ti,it

?-ü;tütqut"Â t3 !

il Nous avons vu que I(;t"] représente la dllatatlon*en

;% r sl le corps se déplace sans se déformer alors : À (n)'

encore 
:

H dsns
o

= 
''l

dlrcctlon
cecl s'écrJI

I - o .Arc sln
2

no nB V

{'
,rQ Vn

c,"u noc t'B 
.

xtr) rt t .t

orthogonaux,

dans leurs'
Alnsl :

f,", lo.

CoB ho nB.'1

CqB nc nB E 6oB

(co6 - ôaB ) no nB

d'où flnalement

,+

V n c'est-à-dlre

.)

solt

11211

It

G.f

0 caractértse dcnc bien 1a dllatatLon'

tfl St f'on écrtt à Partlr de [120]

on vott que Ie premter rnembre de ('l 211 te,résente, sl To et $à sont

l.a vartatLon rje. 1'ang1e formâ. par ces deux dlrectlons' orthogonales

posftlon§ de référence (t=0) Iorsqu'on ies considère à 1'l'nstant t'

1 - 0 caraetértse le gë:semenb cles deux Clrectl'-ns orthogonales



0n posera en

*L

Y(ti", ÿ)

gén6raI :

1

E - Arc ain
2

crrB noo ÿB
--;-----:r
À(no) ), ( ÿl
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et y tnto, ül sera appelé

alnst par exemple sl Les

sott sln 2Y

3.1. Oéflnltlon.
a a a a a a a a, t 

-

La remarque 13 t)

elissemant moYen de
+-k. (i = 1,2,3) sont

1

ces deux dlrectlons en 1'l

les vecteurs unltalres du

. 0n aura
o
repère choisi

y (fi, tr, =

1

Arc
2

crz'

tÇrÇ,

nous lncl.te à Poser

{% {Ç
ctz

sln

. caractérlse donc €ncore 1" g]lry!'

/ 'r.\

p lenseur des déformatlo.ns.-1' J; ..lf . . . i. . . . t ' ' ' ' ' ' t ' t '

u22)

ce qul entralne en Partlculter.

ccs 0

cos oo * 2 *oa .'"_r"8.

r(fr') l (vo )

1) d'une part, les alleggements unltaires en

= = rllque ds = dsodlreetlon Pulsque CI(3)' I 1mF

11) d'autre part cos 0 = cos 0o ce Çul, Par

0. 0.
o

I1 nrY

tenseur rles

I.L 'tI (,,1.,4' \T . Iir

est null alors

a donc aucune

2

4tt-

- ( c - t,
2

, 
""Pa"" 

QSl le tenseur i ruro" composantes Xo6 - dans le

lvl,rrsoot nuls dans n'importe quelle

"i tr(f,")s{ vfio.

raison cJe contlnuité, lmplique

d6formatlons.

de dÉformatlon en a et pour cette raison {:=t :fgqlf- -
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J!'g'1L,1i.1g 14t : .i§ ciÉrlvc ri'unc desoi:j-Lri:ion de l-agrange, ses coinposantes sont
d'a:il. lcrurs expri;r,j,.-s à .f i:irJe d'indices gr.ecs .t pour Ia disttnf,Lrer. d,autres tgnseurs
ules çlflelrnatlons que 1'on aura-i.t pu i.ntrodu:Lre; on L'appelle quelquerfols tenseur
rlas ci cj:onnaticirs cjr.l Lerg,r-antre cu de Green.æ.*. -

3.2. Dlrectlons prlnclpaJ.es de déforrr,ation.

Les tenseurs CI(a) et }Ç (g) sont symétriques donc possèdent un r.epàre prln-
ciFel orthonorr,"iÉ et trois valeurs propres réelles fcf. calcul tensoriel p. 2il.I1
est tnrnédlat de volr que les directlons prlnclpaleis sont les mêmes pour les deux

tenseui's, cn les appelle !.tglgæ_rUin"lp-o1*s .{e .Jéfor'letlgt €D â .

solt cJonc (à,1, Ë2, ËJ ,"" ,""4nî**"" ,:", -æ,"" p"rnctnel r:e défor-

ï:": 
en a. Les vateul. plop"us correspcrrdantes de i(g) sont 

^ztâr 
l, xztàzl,

À-(é.). En effet : ceci est un résultat génér.al sur ies tenseurs, soit ü un vecf;p,Jr:1 
=propre unltaj.re pour le tenseur -It- et 0 la valeur propre correspontjante alors !

+=-)-+-)-|+u Tf u = u p u = 0 = .Q(u), valeur en u de la forme quaCratlqut:
assoc!.ée à +.

lcl, d'après (1161,

à Ia dlrection pr:lnclpale
on
+
e.

1

a hlen r2râr) = ctâr) = vateur propre de t assoctée

rt'où La

WMt"-Ii l(â, ), ilJr:, À(J3) sont appelées

sont les J.orr6lueurs respectirres des vecteurs d.,,

dansr l.a déforsretton entre les Lnstants 0 et t.

,+-)-)
À'(e.) n..e.ù là

orir= .J, et et"=.;t, (i/J) dans ( 1zo), nous-*.- ;t I _*
trûuvr-'ns i ; dÈ1 -td ,t-'lr"

dllatations Drincipales en Il , cB
-?

dZ, d, transformte§ de er, BZ, 
"3

* o {J I r. : i\ : X«a) d+'sÂ(rr11(at i Ài€ I L
l

t

i.

+')l
= ! ouisque e-., s- sont orthogona,;x :

I' J -

-'.
d,) est encore un rcpèr'e orthogonal.

J

fl 
"ont ,()

cosS=

^ 
,Jrr I rÀ'il

ce qu1 montre quc Lu repèrr:

Les valerrrs proprus de

(1231

e't d'opri:s (11.îl

(124)

üt'l il

xr- I 6',{Jr)-1) ,
I

(d1, d2,

-ïe en

1')(rlsl'- (ds")'

-;';t-- 
'' t xr

rlL',nr: uiro 5li1::1,:"H-g 
t:n ii. tit'ttr'

;': I rnt'r r,r)t'iit'i)fl l:i,f,.r P^ l''l - lr.;tif J,lr

dans la di.r'e::ttorr

L.l dirsci.it:,.1 .:. ,
+1.

111 rrl.:: l: i. r; ri r,r .. .

.1.

e.
l-

ii:i X. > 0
.t.

ri1: ::;:i- 'X 
-r
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vF)L:tnut' déPlecement Tfnr t cJe Ia partlcu).r: qui étalt errSi 1'ci'i lntrorJuit 1e

fÿl à l.'lnstrrnt t = 0, c:n a
L'r

('1't5)

ainsi. :

I1 .3, l:<p:r'-"f ii)l: cju tcii:.-ri-lr:i" rje:: rjÉ'fol''n':tions sn fcrrctlon du cJ6plecemcnt
"t't""'l"tt'â""""

et lint'r,.lr .i-satiorl
.taaa r..aal'

ui-*i- a0 ûui

* uo,B ôol ' ul,o* ôrB [car ao,r=

1,ü* ôio) (ui,B * ôrÉ) = 6o8 * u o,B+ 'B,o* 'il,o 
ul,B

'""-rl

l..e t-.enseur. dns dâforrnatiGns s'exprlrne donc de 1q9,9! non linéalre Par raPPort

alrx cJérirrÉes t-egrangtennes du dépLacement'
-+

ccF,sndsirt, clerns dr: nambraux cas cje rnÉJcanj.que des soltdes, les déplacerne;nts lJ

va:.j.enl très lentr:rrrenL Ic,r$qu'on passe tl'u:t polnt tio à un autre; dans cê ccls' les

u. - s;ont pei;its i,:t J,on peult nÔgIIger dans (12G) Les termes qrladratlqu§s' i on ob-
1r U.

t ien'r. a lor.s 1 e t.en seur cJes cjet'ormat tt.llLl-i'Eli ué'

1,127 )

en Élastlcité classique'
-*

,Je -fuÇi,i'r géri,ir,: L: por ÛJH l L ' coÉrateur

s.î;u't' (cf . cal;tll' tr':n$o:lel p' 3{l} on

Xo$ .' Écr.fl tül

o

ut,g

=(u

ôr.B )

et

tlB -

'oB

d:aù f lnalement

[ 12ii ]

X. n -
l.rp

EC
'iq 'iB

uti l.isÉ cn

sil
It jril :t'; t f ':i (.l u ti

partiou1ier

to;r c!ir:;i-g,ne

,llt tr-;nfit-:un

dtfférentleil, Parti e

e
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5r

II existe des ml.Iieux à i-.rémoire i.nfi.nlment courte qul oubllent en quelque

sorte l,hlstolre qu'ils ont subLe clans Ie passé pour ne retenir que la déformgtion

entraln de se produtre r les fl.uldes par exemple appartlennent à cette catégorle

et cornrne les dépl.acernenta de leur partlcule ne pourront être consldérés eonrîe' va- '

riant lentement, ûn a,Jrâ evênt8ge dans ce cas à caractérlser la déformatlorl pgr 1ê

i +.+
varlaticn instani,:an6e rtu produi't scalalre dl'1'ôî1 I étudlons donc :

ôr1 +

."{

13

*\
o'n )'
Iet
1,"(h ;a)" * dxl î ï

a

âr
(,jfr'. ô,r') = (i

avl d*r ô*r *
axJ v

âv.

+ ducr = dr'
ou 

cr

+t'à
dr1 (-\At

ô ,,l.

alnsl (dti.ôt.1) =

=. 
zf\i

Si blen que Ie tensetJr6 tÿl 'qui

appelé tenseur

â*1
ô*t o*J

ô*1 = , ,rJtü) ax, ôx,

caractér1se

déformatlon

la vltesse das défor:natlons est

; cecl se Justtfle d'autant Plus

tensoriel P,32 I âu chamP de

L

gt

î.1) '.,

weÈ, tül = o "*"""p*d 
-a*Ë I'avons vu en calcul

vltesse d'un

matlons sont

solidelndéformable.Leseomposantesdecetenseurdestauxdedéfor-
données Par

(128) rrJ(û =*tur,J* rJ,i)

ermin.ltlon des lacement o'{ de vltesse'

' s'1' î?l?:1??.9?.::T??i??*llTé'

Nous ovons vu en calcul tensorlel (p'341 une condltlon

flsante Pour que S +cnctfons scalaires Drr' telles que 015 i
posantes de la partle palro d'un tensaur gffix, c'est-à-dlre

molns un chanp cle vecteur f t"l que

niJ= l,*r,J*XJ,it ,

5-

nécessalre

DJl, solent
pour qu't!

et suf-
J es corn-

extste au
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cette ccnoltion s,exprlrne'de façon pratlque par 6 relations scalaires

ÀorJ * orr,Ii Drt,r3 1 oir'rl) = o

appelées relations de compattbillté

Cesrelationsennéconiquedesml}ieuxcontlnusnousassurerorisdonc.l,exls.
tence d'un charnp de déplaca*ent ü ou O'un chemp de vltess" ü a Fartlr des données

respecltves d,un champ de tenseur possible de déformatlon Fo' de taux de défor-

matlon t[,
++

11 n'y ôura pas unicité maig ü et ü pourront êtra détermtnés à un ehamp de

moment arbitralre prèa ; ce champ de mcnnent nous r.mportere peu pour I'étude des dê-

formatlons pures car pour ltlntégrat!'on de Xog. 11 correspondra à un chemp de dé-

placement de solide tndéformable (cf. Faragraphe 3'1' p '5?l et pour celle de EiJ

à un champ de viùussê ie sollde [cf. paragraphe 4 ct-dessus)'

s'2' Tgll?g?.PT?113Y:.9 :1*fET?Ï1??'??:T'{'?Y'i'

et vérlfiani
déplaeement ou

ell telles que . tJ = it
de ieeteurs*corresPondant'

(12e)

SuPPosons donc donnés 6 fonctlons

les relatlons de compatibiliiuâ1le champ

vltesse est obtenu atnsl

,1,1 ' ttl -) ur(x,'

uz,Z = 1z Tlurlxr'

= I*,' lrE, *2, ,3)

, f, "rrti*,,, 
f , *3)

x'z' *g)

'2' *3)

*2' *3)

xs)

t1l

*zl

dt

dt

dE

'?' '*?l

'2' '3)

* 9rt'r'

* ÿ zl*s'

* grrr.,
u3,g' 3s => uu(x,l' " ft tg('t ' x'' Er

.u1,2 
* 

'2,1 
= 2"17> Qa,r'*r'

uz;3 *,3,u = 2' 21) 4 r,o'*r'

* u1,3 = , ,,u=) 9r,'lt*r,

Fr, F2, F, étant connus'

iste alors à'ù*ls!u_c: consl

?ri,,a(xu' x1l ' Fr(x''

Çr,r'*'r' 'zl = F,[xt'

*z) * 9,, ut*r, ,al o Fr(xr' *z'*3)

chercher un vecteur aussl'simple que posslble

ÿ J / k tel que sl 1'on Pose i 
.

"g) 
+

*31 +

u3r1

les -+

n

de composantes tI i(xJ, xk) ' I



. r ' g1lx2' x3) = ÿt('r' *9) 
..* 

n,l*'"\l

gr(xr, xr) - (î ,l*u' *i) * nr(x',' *3)

gg(*J , *zl '9at*,, ' xrl + nr{x. ' '21

alors gt,J t EJrl = 0

Nous savons alors Ou"Ë est urr champ de moment (cf. calcul tensorlel p'32I

et corme, nous ltavons vU, la solution gÉnérale U ne peut être Connua qU'à un champ

demomentprès,11n'estpasnÉcessaired|expllclterg.Alnsl:

|x1 . ... -. r

x^i'- L
uo(1) . I 

' 
"zz(*1, 

§, xr) dt - îr(xa' *1) * 8r[xr' xr)
l' ô 

é1 | e

,xg
uo(xl- [" "gi(r1,xz, 

g]dt - nrt*r'*zl *8r(xr'x2l
5- , Jr | '

o

slclescondltlonsauxllmltessontdonnéas,llsuffltalors.deserappeler
que la forme générale df un champ de momen't est

.: . .)

ât1t=Ëtot*fu*,.i,.(8l..t5to0Jx*)[,.,.

"o'ïo 

- 
' :'

les g, et 0, étant des constôntes'

57
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cr1il.tEï?u^Tt}il 9F. Lt tli1llrTÉ,.

?

1 - _Ob.jet du chelPitle.

I1 s,agit maintenent d,exprlmer Ia trolslème loi de conservation. qut s'appllqu-

à un milieu conttnu en ii.:ouvement ! " la conservatlon de l'énergle ". Pour. formul'er

et exploiter cette lol, iI est nécessalre au préalable rle ctéflnlr le pulssance Et

le trava.l"l des efforts lntérleurs, tel sera 1'obJet du paragraphe suluant. Le trot-

slème paragraphe Sera consacré à }a 1o1 de conservatlon de l'énergle: encore fau-

dra-t-lI conrnencer par lntrodutre-des notlons nouvelles corme i'énergle lnterne ou

la chaleur reçue. pêr une partle du Système. ijrrB fols la lol énoncée, tl sera otsé

Èrâce à 1'étuc.le 1u chaplb.re rI ct;en oégager les'prlnclpales conséquences.

2 - Puissance des efforts lntérleurs st théorèrne dB l'énerg '

rl va être assez naturel d'Evaluer Ia çrullssange dÉveloppée par les Effcrts ln-

térleurs'c.omme la dlfférence entre la pulssqnc-e des quantitÉs d'accélérotlon et la

putssance des efforts extérleurs cle telle sorte que pour un sollde rigide on r€r-

trouve bten que eette putssance des efforts lntérteurs est nulle : al'nsl 3

(12s)

Nous allons transformer le second rnembre de cette relatlon de façon à I'exprtrnr^

réellement en fonciton des contratntes Lntérl€urês.

Compte tenu des équattons du mouvement (74) et des condltlons aux llmltes (831

on obtlent r

Sl. nous supPosons

l'lntégrale de surface

alors :

orJ"t:"

(otJ t'r),J o'

on peut apPllqur:r

dans ce cas on

q
(r, I

orJ,J vt dv -

S

o*J 
"a 

V, contlnÛment dérivabtes dans S'

Ie théorème de la oivergence (cf' p' 18)'

I
AS

à

CI

orJ,J v, dv -

S

=-f 
orj vr,:

f

.

q
(11
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l'lals en vartu cie la sYmôtri'e

oij vr,3 = o

alors è

des quarrtités o ,r,

!*dj,l = oJirJ2

on a encore

-+

iJ 
e rJ (v)

où g. . tV) désignent les
rJ'

chapltre précér1ent (cf .

(cf. calcul tensortel P.

dans le prodult Par o* alnst

(130)

sera par déflnitLon Ia pJts-sPn9e d3.s efforts j rrtérleurs dans*une parti-.? t:^:, Oun=

le cas où le champ de contralnte § et ]e champ de vltesse v sont supposés contl-

nûment dérlvables dans $ .

. Dans le cas où tes orJ 
"t 

V, sont contlntment ddrlvables par morceaux sBU-

lement, on décompose Ie domalne en p sous domelne5 dans lesqueJ les cses quantltÉs

sont contlntrnent dérlvables et les techniques habltuelles (cf' p' ia) condu!'sent

conrposantés du tenseur des taux de déformation lntrodult au

p. 55) ;.eh effefi, }u ng:tl" anti-svmétrlque d" Vt,J 
--

31 J, à savolr '1'J - "i'i donne une contrlbution nulle
2

t.-

(131 ) '-I, o'J"J ->(V)dvfp
L
t I rrtfir vr ]
,E

I

les f,j dés!.gnert les surfàces rle discontlnult6 s6parânt les dlfférents

"afIt. I 1a3*s-ay^§ à travers ces surfaces des quantités concernées'

l-e théorème de 1'énergl.e clnétlque s'obtlerrt en notant que grâce

prlété de dÉrlvatlon partlculalre d,une intégrale prise par rapport à

butlon cle masse (cf . P. 26)

I ,i.ü0, = I
SS

sous-domaine:

à le pro-

une dlstrl-

.)
dV .ù

-.v 
p

dt

îd [ -
dv = 

- 
| gvt dv

zdt, t 
^'5

1->
I otl tts (v) av

1rù

@ s_''/ (l)
æ'i'

d,où, compte tenu do (,12.9), 1''expresslon du th.éor,èrne de t-lénergle clnétlque-



bUo

6o

--
dt

drSl
ç,

^.r..u
e) * )tt)

déslgnant }es pulssances des

î +., f +*I f.\,dv+l F.vdcJs .,as

1+
- 

J, 
ort ttl (v) dv

lol de conservatlon de

l'énergie et constltue

ï-Lr-l ,

efforts extérleurs et lntérleurs

la mécanlque cies mllleux contlnus exprime

1o premler prlnclpe de la thermodynaml'que

)..,
)

(130

ô)t r)

3.1. 'Enoncé,
a ! a a.. a

La trotsième
la conservatlon de

qul s'énonce alnsl

Cà
ll

'(t)

3 - Conservation de ]'énerglc.

e
le C d ".ln

svstème est Ia somtne de la pul.ssance des effolle-gx!Ér:§urg exercés sur le svstème
a

Q,-, et du taux de chaleur reçue par Ie systèrne:Ô.
-tEJ 

- Cet énoncé est valable pour toute partte$ d'un système S et néceEslte

quelques précislons et déflnlttons.

Enutgie s par déflnltlcn, l'énerglret est la sonme de

de l'énergie lnterne E i celle-cl pouvant être définle
1'énergle ctnétlque T et

par une An""S!g_&!91-tl9-

{' r:rl' tt'Cl . E(.i) = [^ o,
È.n
d,/

êVt,rlS

vz
e+-)dv

2

sPÉg-ü-lqlte (ou masslque) e(x,t) '

(131 )

Alnsl pour une partle $) o" s nous

TIIIX d.e chdl-eu)L !Le.çug.: par analogle avec les hypothèses faites pour les efforts

extérleurs, l..l *"u" "r+rmal de supposer gue Ia chaleur reçue par un système est due

à des effets d.Ë !oa1!y,.,t à travors la frontlère - c' aÀt ,la chaleul 
'Leçue 

püL coîi-

duci,ton - et éventuellenrent à des actiqhs à distance' Alnsl' pour une partie i': Ou S

î,1321 ôo=l^..ooo*f"n,,



où q est une Ce,rl üé. aun[aüquz de tcwx Ce chaleun aecue lpsr conctuctlon à travcrs
)j)r suppose uoGno*-*.r* eti-;;;t"r";;ttà o" r" norîr,ale extérleure à 3,i-,:.-)
g(x,t,n).

' r est une Censité volumlque déflnlssant un teux da cheleur fourni à.0 par des
systèmes extérleurs à S (rayonnement, réactlons chlmlques). Nous supposerons sor,lVent

r = 0 mals en généra1 r dépenCra de x et t'r(x,t).
I

Si Q = 0, on dlt que l.'évolutlon du mllleu est ad.tîrtba,ti.quz,

La lol. de conservatlon de I,énergie s'écrlt donc :

dl' ,*,
t133) 

-.L):', a + o
dt teJ

) . ou, plus expllclternent :

(134)

fl s'agtt blen d'une lot de conservatlon de type (Z2l sl I'on pose I

t13s)

3.2. Y:?!?Yf .:?TI:?1.9?.:f?l::i.
+

La quantité a dépend de n 3 la propositlon g p.23, compte tenu de la remarq'-rc

6 p, 25, nous Lndlque qu'en falt elle est une fonction llnéaire dee compoiantes ni
par sulte 1l err est de mÊine de q et l'on peut poser

q(1,t,n) = let(5,t) n,

') --*:*-**r"tJ;;["ee,.m:---,q-gl est appeln 'e.:ï :r: _
3'3' ç?T?::?r.:rT.9f:1Y.:?:.?:fïl?ll::

Lréquatlon (461 prend lcl la fcrme r

àv2vz
0[e + 

-) 
+ ( p v{(e + 

-) 
- V*or, . el}.l , fl Vl * "â1 2 " 2 J''r

drV2
-lÿ(e+-)dv=Itt 2

I ->.>
I tr.v +.r) civ +
J16
J)

I ->*
| - rr.v + qJ rJ,raü
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En falt on peut simplifler cette relation en tenant compte du thÉorème de

1'énergie cinétlque i soustrayons en effet (130) ds (t33J, il vl.ent compte tenu

t131 )

1)

de surfece de (134) en lntégt'ale de vo-

; condult à

q,dE.

-cQ-dt

qul, après transformetlon de f intégrale

lums et appllcatlon du lemnne fondamental

t136)

. lr

(137)

3.4. Equatlon aux disqontlnult6s.
a a r a a t a a a a a a a a a a a a l a t a a a a a 

'

En iout polnt d'une surface de discontlnulté X on a, par

[, , ,. .t) - rr vr ' e1 rur] ' o

0n peut remêrguer une fois de plus que ceule lntervlent

du mllleu par rapport à E . En effet, P r, = m Étant contlnu

posltlon 12 p,2Bl on peut sortlr rn du sfgneff ] et écrlre !

.* ü ri!, ml[ vr rrll = r, I r+ ui-ll . 2 m ],1,ll U, l
s1 -hidés1gne la vitesse de }a surface de dlscontlnulté' 0e plus d'après

eprès substitution dans 1137), on obtlent

lio u,, * "' ,Lz

appltcatl.on de (50)

la vltesse relatlve/
à travers E (cf. pro-

tangentlel
la contralntE

t'

(el )

I r,ll[ ,rrrn= [-rrrjl .lf r, r,rj] =[r, uJl . ,, I rrn= [trrrÏ ' , wr

-rrur-0.*I=o
[-1;irrcr';1f i:et en particuLier si 1'évolution est adlabatlque

''F.i-I-lf"uJ"
Sl.de plus m = 0 (surface de contect cf. p' 35)

(cf . p. '28) l 1I en résu1te, pulsqu'z [*T, tr] =

est orthogonale è ta disconttnuité de U.

0

-)+
T est contlnu et U est

0, que nécessalrement

de
p 

- 
E or.

dt 
.LJ

orJ errrüt - et,l
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UJr

3.s' 9??91:1??: .:ïT . Il?fl*?::: . ?:??:*f?:'

Pour appllquar les clêveloppernents du paragraphe If.4.5. p ' 24, on est condult

à admettre. une transml.sslon Ce chaleur fournle par lrextérleur à travers'la fron-

tlère. âs, déflnte par un :gtJI. j9--9-ue!!1lF*ie-j!gle-Y-L-9y-rfaclSug.gqul est selon

les cas une qusntiié connue ou inconnue.

ûans le caa partlculier d'une surface libre F, 'ou nJ = o et par sutte (531

O. 25 montre que sur cette surface

q=-tnl= Gr

.\
i.- St Ia frontlÈre âS est une parol et .sl U ttéslgne la vltesse relatlve du mllteu'

par rapport à la parol; on dolt écrl're sur âS

q=-Qlnl=E-FrUt

car la conAftfon (53) condutt à

q * vl Tl ' t'+ Fl üll
,;:
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efiAPJfRE PJ : [01.S CE Ct):irît)p.TE!,!Et'{T

1 - ObJet du chapltrg-.

Les équatlons (56), (74) et t136) qul traduisent les lois de conservatlon cle

la masse, quantl.té de mouvenent, Énerglerconsltutuent au total ctnq relatlons sca-

laires pour quatorze fonctions lneonnues qul sont

t) . les stx composantro or-J du tensaur des

lt) les trols composantes de. la vitesse V,

l" 111) la denslté p t l'énergle lnterne e, ies
(ou flux) de chaleur.

contralntes

(ou du déplacementl

composantes ql du vegteur coura,rt

D'un point cle vue nnathématlque 11 est bten lmprobable gue 5 6quatlons pulsseni

détermlner 14 fonctlons lnconnues.

D,un polnt de vue physlque les lols énôncées sont valables pour un qualconque

mllteu contlnu, llqutde, sollde, gêzeux. Sl ces équations sufflsalent à détermlner

!e mouvement Cu mllleu, cela lnroliqueralt qrle, soumls à des efforts ldentlques, des

mllleux continus llquldes ou solldes sublralent les mêmes mouvements, ce qul est

trlvtalement faux.

I1 en rÉsulte donc que les lols de conservatt-on, dont le caractère est unlver-
sel, sont lnsufftsantes pour étudler les mouvernents des mllleux conttnus. 0n dolt
les compléter par gg+gf,dltes d,i=g?S,p=?lPE1t spéclflques de chaque type de

mllleu.

0n aura alnsl les lols de comportement des mllleux élastlguos, des fluldes
vlsqueux ou non, des matértaux plastlques, vlscoétastiques, etc .... .

L'obJet de ce chapltre ast de présenter quelques unes de ces t'ots-ryl-11!-pg.5

Py_!-d':Itf-lmqr .--es effgrts fnlgrieurs, 9'est-à-dtre le tenseur des 9onlru1l$, en

fonctlon de lq_glendeur mathÉrnatlque ta_-Lf.gql adaptée pour'décrlre la Céformatlon

du mllleu concerné.

. compgrtement nous nous contenterons. de

sulvant dans lequel seront aêEsl données

Ne pouvant qqÈ_lph en détail, faute de teùps, les P$-nc-lPg-?.-gflqraux àuxquels

dotv.en_t.sattsfaire les énoncés des 1o1s da

r"".,§ âffi o"itr"r"nt cun= rà p"i"g""prt"
quelques déflnltlons gÉnérales.
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2 - Princi.pes g.1,n'iraux et r.!6finitions utiles pour l'éncncê.'. rJes lots
,de comoci'ternent.

Le mouvement de S est décrit dans un reférentie& munl dlun repere cartéslen

orthonormé.

Solent x = ô(a,t) et y = O(E,t) les posltlons à l'lnstant t des Partlcule
qul étaient an g et P à I'instant orlgine.

Solt E(g,t) la matrlce, lmage dans Ie repère cholsl du tEnseur des con-

tralntes au polrrt I à f'lnstant t.

2''' 
?f ?:'J9? i?: . 9ï . ?? : :f . 

oY 
. 
P*1#i?*ô#??+*t*

iq

Le tenseur des contraintes lf,(g,t) ast parfeltement détermlné Cès que 1'on

connait le mouvennent du.système Jusqu'à l'lnsitant t, du molns sl le mllleu n'est

soumls è aucune llalson lnterne

f,(g,t t -ç {a,t, 0(g,tt}
T \<t

bGS

z '2 ' ï1l?1?:.I?,l?*++e?l*?i-€+?+. ?19'

Seul le mouvement des parttcules volsines de 9 Lnflue sur ie tenseur

f,(g,t). Cecl, compte tenu de (13S) s'exprlme par :

6F-(139) [(e,t) = 
-] {g,t, 0(9,r)}
1-( t
beÿ(9)o s

\9 fgt déslgnant un voislnage de a.

2.3. Princlpe d'lndlfférence matérlelle.
a . . . . . . . I t rTlii.-a-.-T-''fa'fl-l.T-|.Trrt.-nT!

ct-
Lo fonctionnelle-} est lndépendante du reférenttel , en-qart={[qll!", elle

T-<t
b(, 1ÿ(alfi s

(138)

[(g,r) =T {r, 0 (b, r) }



Z.* t 0..':{'initicn d'un miLi.eu
t a a. a a. aaa t... a. a

(.?
Le milieu étudlô est dit homogène sl la. fonctionnelle T na cépend pas

explicitement de a.

E(a,r.) =T t,| (u,t))

T -(t
be L{g) 11 s

2' s' 1':11*Ïl:l . 9 liî.T*++**+*:'
donnÉ. sl l'on t gement dd repëre'Le référentraltJi étant donnÉ, sl I'on effectue un chant

la fonctionnell"'f, permettant d'eiprlmer f, change de forme'

' 0n dlr.a conc que Le rnllleu est lsotrope sl la fonctlonnelle exprlmant f,

est lndépendante du changement de repère'

.3 - Exemples de lols de comportement'

3'i' l}-":T1:*lf.11*:-ll?'''' 
":'

0n y àécàup lo§i erfetà de déformatlon

La relatlorr contrainte déformatlon est supposée llnéalre et s'écrit donc

à l,alde d'un tenseur du 4ème ordre dépende;rt s'n général de la partlcule consldéréa

(140)

coef-

fXclents d' 6l.astl'cit_U -tJhn

orJ = "t5nn '*&)o/,,t/t t.W'ÿ;;;'-L'

t.likh o

{o. .}
1J

unnii

tenseurftt+l o,
et satlsfont les

"t j rrr..

et {e..}u

^nombre de 3- = 81 sont aPPelés

relatlons sulvantes :

des varl.atlons de te'rnPérôture.

Les composantes du

(141 )

gréce à la

u42)

(1431

dues à

"13kh 
=

"t5nn 
-

symétrle des tenscurs

I o constante Positlve telle

- c e ).dol5hh "15 -hn

(n 6t': Ë,'. '' * {.,

des constdérattons énergétiquc:s'

\
1
II

I

1
i

\
\
)

ttJ ttJ

;'r\

v 'ttl]



I

a

(143) lrirplique f inversl5ilité de (1a0) d,où:

t144) t 
13 

t') = Atjr.h o 
t ,.,

où les coefficientr Ai3nn satisfont U41) t14T et une tnÉgatlté
laquelle on peut cholsi-r la même constante.:l .

Les r'elatlons [140] et t144) étant ltnéalres par rapport aux

gltlme sl. les déplacerrents u, sont petlis da llnéariser aussl res
vement autour de la conflguration ln1t1ale, selt :

67.

du type (143) pour

âu,
J ,11 est lé-
atu
équattons du mou-

(14s)
n2our

o ;7'
âoU. f .

^ '1,"J

_ r'eprésentsrrt la densité dans l'état non déformé.o

La denslté aprÇs déformatlon est donnée par :

(148) JP-Po=-dlvu .

Po

relatlon obtenue par 11néarlsatlon cJe 1'équatton de contlnulté.

0n remarque qu.e, les déplacements étant petlts, 1'équatlon*agryuVg.g:{!-porte
sur 1g-Qoqngl1g_o_c_.gypé__pul 1_e-::lp: éllsttOue dals 3on ét3t non défgyé. De même le:
condlJLons aux llmltes seront appltquées. aux polnts du m,f-lleu non déformé._

fl,y a seulement 1O fonctlons lnconnues à dÉtermlner : or,, ,* et 0 , et ncug

êvons 10 relatlons è notre dlsposltion données par (110) (145) Lt tt+Sl sans utlli.
ser la lol da ccnservatlon de l'énergle [136].

0ans le cas où le mllteu est s[gg{g., Ies ccefflclen*" 
"r3*n 

sont constants.

Les relatlons de symÉtrle (.141) U42l dimihuent déJà. 
"on=tOé"uble.ment 

le nombtc.

des arrkh et :1 le mllieu est lsotrope ils ne dépendent plus que de dzux constante§)
I et U ; grâce eu théoràme des fànctlons tsotropes (cf. calcul tensorlel ! cours I
P.42 et exerctce no 14) (140) s'écrit alors ii'ecrft arors )

11471
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À et U sont

celle de i'filasticttÔ
pièces métalllquesau moins tant quc

0n note que !

68.

les coe.Fftcj.enis de Lam6 et la lol de comportement (147) est
#.--

Cite classicue p".tJ"uT"iè"ement blen adaptée pour l'étude des

les contralntes ne sont pas trop grandes'

olt

etK=31+2P estaPPelé

=(aÀ+ 2I)err(u)

m*$a jg__fle §r-!§-à -t-e -c-olp.lq ? -i l-o n .

fi tut =
6 'ô-rl 1J

ou

\KU I
[= et ÿ=

À+U 2(À*U)

a

de

t

I a6

Qi =-*tJ 
\

tci. Ia teniPérature et {rrJ } un

le matériau egt lsotroPe !

lol rJe Fourter

tenseur de conductlon -C?lbal§}r'

Ia lot (150) Cevlent

(1s1)

*rj=*'rJ êvec k>0 I

alors :

a0

O. = - K.r 
axf

Les relations (ra*) peuvent s'inverser en

(14e)

(14s)

(1s0)

o désigne

St

sont appelés respectivement raodule d'Young et

3'2'T!?fT*lTg'

C'est le domalne comPlémentaire

nl aux déformatlons ni aux contraintes

nÉgllgeant les contraintes tlgy1lques'-

1+v v

?ou-E

coefflclent de Polsson.

de 1'élastlclté ttnéalre

mals seulement au chamP

on ns stlntéresse
température en_

La lot de comportement@est alors Ia
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I

i -t

Si on suppose de plus que i'énergle lnterne du matérlau est donnée

(1s2) e = C 0,

-êvec c ccnstante dans la plage rle varlatlon de e ' (la représentattoh

évidernment valable que sl 0 ne sublt pas de trop grandes varLattons)

L'équatlon cte 1'énergle (136) s'éerlt alcrs :

69.

1152) n'est

(r531

et nous

volr la

aeaa0
o C (K.. 

-) 
= r'o at âxI' u âxJ

suffit théorlque'T,ent à déterrnlner 1a seule

ternpérature Q.(1531 est appelée t'ê.cpa,LLon Ce

tnconnue qul.nous lntéresse à sa-

ls. chaLuttt ou de La ür,$ution,.

3.3. f lui&a ?:??:?T?lI.11T.

c,est un mllleu dont la lol de comportement est de la f,ormel

(1s4) 9 ' t<('f;1

où K. est une fonctlon du t"n=tu" j
mémotre lnflnlment courte.

lmpllque que K, dont les valeurs prlses

solt une fonctlon lsotrope (cf. caLcul

La relatlon (154) a donc nécessalrement la forme :

=e3E(15s) E . K^(Él ,'{'Tt,Trr) i * K,l t:r,'irt,4riÉ. * Kz ri?r,irr,\Tî.t&2
OlJ'lll.I'lrltr.rr'L'-

f..t..i.=Fr,irr,{r, Otant les lnvarlants éIémentalres de8 et, Kr, K2, K, des fonctlons à

leurs scalaires rje ces Lnvaniants.
I ltg.'l;"^:t *,

Un flulde est dlt lctÉâiiéuË sl dans tout repère, les com3iosantes o* du tan-

-
seur des coniràintes sont des forrc!1g1il-11=-t:u-q-:Il1§: des composantes e' du ten-

seur des taux de déformatlons.

des taux de déformatlon I ca mllleu est'donc à

Le prlnclpe d'fnaiftg"ence matérlelte

sont des tenseurs du second ordre symétrique,

tensorlel p. 41 ).

0n dlt qu'un tel f1u:[5|g est g5§![ st le tenseur des contralntes. est lndé-

alors que néce.ssàlrement le tenseur cie:

va-

pendant des taux de déformatlons.(155) montre

contralntes est sphérlque 3 on peut l'écrlre

(1s6)

où p est

:
E=-p \ sort orJ

la pression du flu{de.

s-p orJ



c. -:
i

I

étant apPelé }e

trnpose que !

Lncompresslble ; rliv I' er!ÿ)'

Wtt-'tt 11

o{Jî-p Orr.zu rrJ

lot da comPortement

' 4' 3.-l:* i

Les exernples de lots de ,ornpo"turunt donnàs ci-dessus ont étÉ cholsls parmt

les plus classlqueS mats nous aurons l',occasion au cours d'ense!'gnements ultérleurs

d,en rencontrer de plus éraborés : les matérl.rux plastlques dont la caractérlstique

est de pcssèder un'seuil de contratntes'(au dela duquel son eomportement changel'

LEs milleux vlscoÉlastiques (c'est-à-dire avec mémolre) ' Les ttq19o=-!9!"i:I!9-!1oT

tr" ,"* pu" exe.mpre) res mat-e{g11-9-91no3ftes, etc" '

La sclence qul s'intéresse à 1'élaboratlon des lols de comportement est

aopelég la rhÉoiogle et son obJet est lo!.n d'être épulsé mals l'lngénleur contem-

-æ' ^ t !^.!-^ àÊâôt À (oe résultats car dans de nombreul
poratn est appel é d" plus en plus à falre appel à 6es résultats

problèmes ia rés{étance des matérlaux, !'hydrollque et I'aérodynamlque ne sufflsent

plus.

I r'r il I

70.

"iJ ' .^ tr, .ltr . ar erj

par analogle avec (1561

-
(157) tro-P

Ê

l[ toe comPosantes Tl.)

. La }lnéarlté de K

(1s8)

51 le flulde est

s'écrlt enfln :

(1ss)

==
tl *'I[- soit otJ = ôrJ " "rJ

tenseur Ces contralntes vlsqueuses.

0rla


