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- INTRODUCTION A’ LA HECANIOQUE DES MILTEUX CONTINUS -

CHAPITRE T : CIdE“ATIgUE - DESCRITPION ANALYTIQUE D'UN SYSTEI'E EN VOUVEMENT

1 - Introduction.

La cinématique est 1'étude des mouvements indépendamment des causes qui 1les
produisent ; celle du point ou du solide rigide est tellemcnt iﬂtuitive qu'il suf-
fit de notions tr2s simples pour la décrire. Il n'en est pas de méme pour les mi-
lieux déformables (solides ou fluides) ol les systdmes considérés peuvent prendre
8u cours du temps des formes trés différentes tout en restant camposés des mEmes
particules. Il est donc nécessaire d'introduire un formalisme mathématique original
gui permettra de décrire 1'évclution mécanique d'un tel ensemble en dépit des ap-

parences changeantes que nous sommes susceptibles d'observer.

2 - Description mathématique du’ mouvement d'un milieu continu.

Un milieu continu est un systdme matériel qui ne peut étre considéré ni
comme un ensersle de points de€ 3 3 cause de sa mouvance ni comme un ensemble de

particulss independantes & cause de 1'action mutuelle non négligeable qu’elles ont

- les unes sur les autres.

Soit St la configuration & 1'instant t d'un systéme S en mouvement, c'est

a dire, 1'ensemble des positions M C é? 1'instant t des particules M composant

le milieu continu S. (€3 espace Euclidien affine)..

Soit & un repére fixe de R3 défini par une origine O et une base ortho-
normés [5;).
1) X = (X1. Xy X3) » x = (x1, Xos x3) et § = (g1,g2,53] .

seront les coordonnées dans & des positiohs MT' Mt et MT d’une méme particule M



~

2

(@) x =% (X,

~ . 3
de S aux instants respectifs quelconques T, t, T pris dans un ordre chronologique

arbitrairs.

Le mouvement du systéme.s sera défini dans un intervalle de temps (to. t1)

sl nous connaissons la relation :

(2) ° x = 7C(X, T, t)

donnant & 1'instant t la position Mt de la particule M qui & l'instanf T occupe

la position MT. ¥tetTe (t . t )

Lessfi(n1,n2 3,n4,n5), = 1,2,3, désignent 3 fonctions & valeurs réelles de

5 variables rdelles ; ellses ne peuvent &tre choisies erbitrairement, elles doivent

en effetvsatisféire

Une propriété de réflexivité :

t
instant t donc

M, étant la position & 1'instant t de la particuls M qui est en Mt au r.eme

- N
(3) Coxm Y (x, t, t)

Une propriété de symétrie :

Si Mt est la position & t de la particule M qui & T est en HT, alors récipro-
quement MT est la position 3 T de la particule M qul & t est en Mt d'ol :

e
X= 7

(x, t, T)

Une propriété de transitivité :

- § M est la position de M 'a Tet MT sa position A T alcrs sa position & t
est donnée indifférsmment par ?;/(E,T t) ontxrlx T.t) ce qui sécrit :

(5) 3 =<£ X, .70 —> I[)f, T, t) =§' (E,T,t) ou encore

(6) T T, 0) =T Gntde F LT,

Exencice 1 : Montrer que les relations

-k(t-T)
x1 X1 e
- © k(E-T)
xz X2 e
X3 = Xg

représentent bien la description du mouvement d'un milieu continu.
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3 - Trajectoires. Ligres d'émission. Champ de vitesses. Lignes de courant.

Définition 1 : La trajectoire d'une particule M est le lieu des positions Nt

quand t varie.

Les relations [xi =¢F;(X1,X2.X3,T,t), définissent dans € une. représentatio:
paramétrique de la trajectoire de la particule M qui & 1l'instant T ss trouve en X.
Ici, X1,X2.X3,T sont fixes, res quantités caractérisent une particule. L'ensemble
des trajectoires d'un systéme S est obtenu en maintenant fixe T et en changeant de

particule, c'est-a-dire en faisant varier X dans S;.

Déf{inition 7 :- La ligne d'émission du point donné X & 1'instant dorné T est le 1
des positions a 1'instant T des particules qui, & un instant t, sont passées ou

passeront en X.

Cette ligne d'émission est donnée paramétriquement par les fonctions xi(tJ

7 x =T

40 %5e 3't T,

ol le X2' X3. T ont des valeurs fixesf

Définition 3 :+ La vitesse & 1'instant t de la particule située en X & 1'instent T
Lo == _
est le vecteur V dont les composantes dans ® sont données par :
a7,

(8) v, = —Lx T,

i 3t

On vérifie que l'expression est indépendante du choix du point de référence

MT choisi pour définir la trajectoire ; en effet, pour un autre choix Mt s om=@

puisque (5) est vérifiée pour tout t, on peut écrire :

a?-' ‘ afi I,
— (X, T, t) = — (€, 71, t) = — (x, t, t)
9t % - 9t

) _ _ .
On peut donc écrire directement les composantes du vecteur vitesse V en

fonction de x et de t

(9) | T Y - Y S,
_ g L2 X
. ans

a condition de n’avoir fait porter la dérivation que sur la 5éme variable ns.de

la fonction de 5 variablas’F'[n1.n2.n3,n4.n5).
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De méme, 1'eccélération de le particule M a 1'instant t est donnée par ses

compcsantes. :
. - #T
(10) o 1&(§,t) = 5 (x,t,t)

—

Exemwle 1 : dans le cas de 1l'exercice 1, v1[§.t) - - kx, etY , = k2x1

Définition 4 : Les lignes de courants sont définies & un iosgggt;zﬂfifg. Ce sont
4 cet instant, les lignes du champ des vitesses, c'est-a-dire les lignes qui en

chacun ds leurs points ont une tangeﬁte parélléla au vecteur vitesse en ce point. -
Ces lignes sont les intégrales du systéme différentiel :

dx dx ' dx.,
(11) 1 . 2 . 3
v1(x1.x2.x3,tl v2(x1.x2.x3.t) v3(x1,x2.x37t)

’ J
dans lequel t est fixé et joue le rdle d'un paramétre.

Remarque 1 : Il ne faut pas confondre trajectoireset lignss de cpurant.'Leé pre-
midres sont le= lieux des particules quand le temps varie, la définition de la vi-

tesse montre qu'elles sont solutions cu systéme différentiel.

dx

i
(12) — = v, (x,,%X,,%,,t)
. - 1 %1072 73

qui malgré sa ressemblance avec (11) en est fondamentalement différent cer ici t es

une variable.

Définition 5 : Le mouvement est dit stationnair: si ls champ des vitesses Vix,t)

ne dépend n~s explicitement du temps t. (Comme dons l'exgmple ci-dessus).

Dans ce cas, les lignas da courant sont les mémes a tout instant et sont con-
fondues avec les trajectoires ; on peut sussi montrer, quoique ce soit moins gviden

qu'elles sont aussi confondues aVec les lignes d'émission.

R Description Lagrangienne.

On peut simplifier la description cinématique précédente en utilisant pour
repérer les différentes particules de S, leurs positions dans une configuration

particuliére, par exemple S0 (c'est-a-dire le cenfiguration a 1'instant t = 0).

On a alors :

P “w a it N +Y = dla, t)
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.

Les a; sont les coordonnées dans @ de la particule M & 1'instant t = O ;

- ¢ ne dépend plus que des 4 variables a,, &, a,, t appelées variables de Lagranges.

1 2 3
Mais ¢ n'a plus les propriétés da base (1) (2) (3) en effet

s

(14 x = ¢la,t) et a=T (x,t.00 = Y(x,t) 3 & AY

La vitesse et 1'eccélération s'obtiennent par simple dérivation :

39, %, ..
(15) v1 = —= (a,t) ; Yi = > [g,tli’y‘f-
At 9t e

La description Lagrangienne est déterminée par les seules fonctions ¢i(§.tl
+.qul constituent les {nccniues de'Lagnange. L3 seule condition imposée & la fonction

vectorielle 9fa,t) est d’'admettre une fonction réciproque ?(§.t).

On peut remonter aux fonctionscgi & partir d'une description Lagrangicr.ie,

en effet :
x= ¢ (a,t) ; § =‘?(§. T) soit a ; vix,
d’ou
 (16) X ﬁ.’?(‘?[)_(.T].t) = ‘ft)_(,'r,t)'

‘

Remangue ? : 11 existe d'autres représentations de Lagrange moins naturelles mais

plus maniables dans certeins cas.

5 - Description Eulerienne.

Les variables d'Cufer sont X1 ¥50 X3 t 3 les trois premidres représentant

les coordonnées de la position Mt de la particule M a 1l'instant t.

Les Lnconnues d'Euler sont les composantes v1[x1.x2,x3.t) de la vitesse de
la particule M & 1l'instant t.

Pour justifier cette définiticn, il faut montrer quc la connaissance des vy

permet de remonter aux fonctionsCF; en effet :

x = Fix, T, t)

n'est autre que 1la solution supposée unique du systéme différentiel



dx.
(17) -2 ey

i(>_<.t) avec la conditiocn x(T) = x
dt i )

« L'accélération s'écerit conformément & (15)

’

' d 5 d 3  dv ax
Yilx,t) = — vilfé(g,t],tij= — v;(x,t) = —~ vilx,t) + —-ifg.t) 1 soit
' ot

dt dt axJ - dt
avi
(18) Y. (%,t) » —& (x,t) + v (x.,t) v, (x,t)
b 3t = i, = J -

Exercice 2 : Montrer que la forme vectorielle de (18) est

> 2
- th oV
v- (19) ¥ =™ = & prad e + rot VAV
. ot 2

Ce calcul de 1'accélération nous conduit 3 introduire 13 notion de dérivé:

particulaire. Considérons une fonction f(x,t) od X repére la posttion dans R &

It dans son mouvement 5 X "coordonnées"

BIt) = f(x,t)

Définition 6 : op appelle dérivée particul
de g & ce méme ins

gire de ¥ a 1'instant t.lla dérivée

tant ; f(§,t) et donc g(t) pouvant &tre une quantité scalaire
“vectorielle oy tensorielle d’'ordre supérieure.

Ainsi, pour une fonction scalaire :

daf of af .Bxi of
(20) — f e— e 2. + f'i v, s
dt  at axi, dt 3t

et pour une fonction vectoriglleX;

dx, = ax
(21) | -—iu——i+xijvj.
- » gt gt ,

La forme vectorielle de (21) n

'étant pas aussi simple que dans le cas de
1'accélération,
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CV‘PIT”E IT : LOIS BE COMSEDVATION - CENERALITES - 4?

- \PPLICnTIOM A LA CUJ°E"V‘TI”V TE LA MASSE -

1 - Introduction.

Nous allons constater au cours de ce chapitre et des suivants que les
grandes lois de la physique classique :

Principe d'invariabilité de la masse ‘(cf. mééanique générale p. 22)
Principe fondamental de 1a dynamique (cf. mécanique générale p. 39)
Théoréme de 1'énergie (cf. mécanigue analytigue p. 64),

“sont d'un méme type génébal que 1'on appelle " loi de conservation " c'est ce type

de loi que nous ncus proposons d'analyser ici.

Definition 7 : Une loi de conservation est le bilan d’une quantitélnotéé U 2 1a-

quelle on s'intéresse (masse, quantité de mouvement, énerpie, .....) et qui s'ap-
plique & tout domalnecZ\ connexe, strxctement intérieur au systeme S étudié, et que

1’ on suit dans son mouvement.

Uns telle loi peut s‘énoncef grossi:iement :

* Ce quz L'on fovanit &9 sent d'une pa/uf a corpensen Les pertes & travens

La frontiere 3} et d'autne part & la,um varien La quantité U ne&a,twe a JC Lons -

que 2'on Au,btép dans son rouvement '

Ce bilan peut se traduire par une relation du type suivant :

c
L 1]

’ ,4 q .
(22) I Ai av' = — I-‘i-“i dv + I ai do (a]
D dt > o '

éz) est supposé ici tridimensionrel

%; désigne la dérivée particulaire (cf. chepitre précédent p. 6)
cﬁ;, A,Q représentent trois grandeurs associées dans 1'énoncé de la loi.

Dans 1a relation (22) elles sont supposées vectorielles mais.elles peuvent aussi

-bien &tre scalaires ou tensorielles.

A est la densité volumique de la quantité W 3 laquelle on's inyéresse 3

c'est une fonction des variables Eulériennes : x, t soit ¢ :(x, t).
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A est un taux de densité volumique de ce qui est fourni par 1l'extérieur et
qui est en général une donnée du preobléme quoique dépendant aussi de x et de t

CAlX.E).

Enfin 0 est un taux de densité surfacique de ce qui est perdu & travers
. I8
la frontiére de 3 : a est une fonction d’une part de x et t d’autre part du vec-
->
teur unitaire n de 1a normale extérieure 3 935! au point considéré C, ainsi nous

” . *
gcrirons o(x,t,n).

Permergue 5 : Sur le plan dimensionnel, on'doit aveir :

dim ) = dim(lLL-sJ
dim (o) =  dimfU L2 T'_1)
dim (A) =  dim(UL™> 1t™hH

L'objet du présent chapitre est de dégager les implications générales d’'une
loi de 6onservation‘(paragraphe 4) meis il faudra au préalable établir quelques
résultats relatifs au calcul des dérivées particulaires (paragraphe 2) et dcnner
des propriétés mathématiques fondamentales (paragraphe 3). Une premiére application
sera donnée (paragraphe 8) avec ;a loi de conservation (ou principe d'inveriabilit¢)
de la masse. Les études respectives de la cnnservafion des 1la quantits de mouvement

et de 1l'énzrgie sercnt faites dans les chepitres suivents.

2 - Dérivées particulaires.

La notion de dérivée particulaire a déja été introduite et précisée dans le
cas de simples fonctions scalaires ou vectorielles (cf. p. £ ) ncus nous intéres-
serons ici & la dérivation de diverses sortaes d'intégrale dont le domaine d’in-

tégration &volue avec le temps.

La méthode & metire en oeuvre est claire :

a) Ecrire la quantité que 1'on veut dériver en variables de Lagrange

b} Opérer la dérivation particulaire qui se réduit a uns dérivation

partielle,

c) Exprimer le résultet en variable d'Euler.

2.1. Intégrales de volume.

Zropesiiion 1+ Solt K la fonciion définis par 1'intsprale de volume.

K(t) = f Clx,t) dv -



3

1'intérmale 8tant prise sur un domaine borné connexe:SJ gque l'on suit dans son

mouvenent, C une foncticn continue et dérivable & veleurs scalaires ; la dérivée

particulaire est donnée par :

D.‘D.

ot

1]

|

)y -

]

o =4

[ C dv
6 .

f—dV*

oC
at
ac

at

— + div (CV)

Iag:

]dv

> > ‘
CV,n do

; dK
(23) — =
dt
Démonstration.

5

SoitéﬁL le domaine occupé pargﬂ? é 1'instant 0 ainsi

d- S d- 7
I= — ” Clx,t) dx, dx, dxg = — cléta,t),t] 3
dt ’ : dt (e :
- /
3%
d _ _ . ,
= — (C J) da, da, da en pasant € [&(a,t),t]
dt . 1 2 3.
L
J = - =det F en posantiF = x, e . X ey
bla,, a_, a.) s : ; 1,91
1 2 3
1 dJ 1
J= — € € F, F F — = - € €
. 0 B : Q'
6 ijk aBy i R kY dt 2 ijk afy
_ ax dF 3 Ax v, v, 9x
orFi=“‘i‘—-——--—ﬂ"—- = .2 2 Vi1
Q Bac‘ dt ?t aéa da ax 1 Baa ’

da1 da

2
= Cla,t)
(1)
o, .
gt JB
Fla

)

da

3

FkY

(1) 0'une fagon générale, on affectera d'indices latins les quantités relatives

aux variables d'tuler et d'indices grecs las quaﬁtités relatives aux veriables de

- . Lagrange, de telle sorte que :

3
e

Lo B

sans ambiguité
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~ DU~ & e . ;
danc Eijk EGSY Fla FjB FKY Vi,l eijk Eljk dnt‘l. Vi1 .
dt 2 2
8 J =3 div V
11 Vi,l = J div V.
Ainsi
-ff d¢ . N :
= e 1 \/°
1 I I + Cdiv VvV )3 da1 da2 da3
) dt -
C?\ .
ﬁ’b
p dc "
= — + C'div V'}dx, dx_ dx. 3
JJ dt 1 2 3
L 2% ke )
dC oc -
et comme —= — 4+ V, grad C
dt %
ax T . -
I = - + diV (CV)J dV CQq"F-dl
ot ' ‘.

Le passage 3 1'intéprale de surface se Tait évidemment par le théoréme de
Stokes. 4

Peroraues 4 -

1) S1 € = 1 dans=(2), K s'identifie au volume 'l)'(‘_f.f] du domaine&O occupé par
le systeéme S 4 1'instant t; et :

d ->
(24) — Y = [ div V dv
dt.
)

Ainsi div V est apoelé taux de dilatation volumigue du milieu en mouvement,

au point x et a 1'instant t.

ii) L’extencion de la proposition 1 aux intégrales de voiume portant sur des
fonctions & valeurs vectoriellss se fait sans difficulté en projetant sur des

axes Tixes et en appliquant (23) a chague composante.
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.

2.2. Flux d'un VLCLQUL a travers une eurface.

Pour ne pas alourdir inutilerent ce chapitre, nous ne donnerons pas la dé-
monstration ce la proposition suivante qui fait appel & des notions de calcul dif-

férentiel extérieur.

Proposition 2.+ soit @ , le flux dsfini par 1'intéerale

\

> ->
(25} ¢(t) = I B(z_(,t].n()_d do .
— z

<>
ol 8(x,t) est un charp de veécteur,” L une oortion de surface cecnnexe que 1'on suit

dane son mouvement ; la dérivée particulaire de ce flux est donnée par la reletion

d¢ an > -+ > > >
(26) —_— [ — + VY div B + rot (BAV) . n do
' dt gl 3t '

) 33 > [
= ] — +V, div F%ﬂ R dg + [ (8,7, ds
g\ at : 3L -

oQ 7 est le vecteur unitaire de la tangente orientée au contour 3 de I .

— - — ——— — -

2.3, Circulation d'un vecteur 1e long d'un arc de courbe.

Il!‘t-ll.tco-.ltl.-l'tl-clDlnlc.'ll!.lat.!!n.'c...l

Proposition 3 : Soit T la circulation définie par 1'intégrale

Mt = [ Alx,t) . T(x) ds
L

- . s
o Alx,t) est un champ de vecteur ot L un arc de courhe que 1'on suit dens scn

mouvement ; la dérivée particulaires de cette circulation s'scrit @

cT AR —_— > —_— | .
(27) —_= — + grad (A.V) + rot A A VJ . T ds
| gt 4 L at
<> -
r [ 9A —_— -+ - > > Q
= — +rotAAV].T ds+ (A. V]
2 . P
- t




1%

o et N étant les exhrémités de L.

Démonstration., ' = I A, dx, = I . A, F,_da
L 11

. Lo étant la position de L dans l'espace'de Lagfange c'est-3-dire 3 t = 0 et
Ajla,t) = A (z,t) d'od | |

i
: . .
dr dA. ‘
—= -LF «A v, .F “da suivant le calcul déja effectué
m PR T B 95 B T « ° ul deja evfectus
Ly~ : :
au paragrarche 2.1.
dr [ /A [/ %y ‘
— = + ALV F da . = + A. Vv dx
dt J( dt 1 1'i> ia @ J(dt 1 1'i> 1
t L .
% ‘
dAi 3\1
—+ A Vv E e+ A v, + (A, v.) .- v
. 1 1,1 x 1,1 "1 1V1',17 M1,
'aAi - .
9A .
= 3";"* (Avid 3 * exgm €kil V1tym
8Ai

d'ol le résultat (249 annoncé.

2.4. Généralisation - Nérivation suivant un champ de vitesse arbitraire.

l-.ollucl.ltqucoln.-llll.IQ.l-‘lt-'.al.ul.-Ill.-.l.tlollnll.ll-u-n

Nous avons suivi jusqu'ici 1°' évolution de grandeurs attachées 3 certaines par-
ties d'un systéme que l'on suit dans son mouvement ; il peut.@&tre 1ntére~gant par-
fois de suivre 1'évclution ds ces prandnura en des pcints ou sur des variétés
ayant un mouvement propre d3fini par un champ de vitesse U(x i) dlffnrcnt du
' champ v(x.t] ; le cas se présente notawmpnt lorﬂqu on étudie la propagavlon

d'ondes ou le mouvement d'un chstacle au sein d'un milieu continu.
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)
lDésignons par g—-, la dérivation par rappcrt au temps, obtznue lorsque 1l'on
t
A~ ]
suit un point ou ure variété dans 1le mouvement rpropre deflni par W. Le calcul ma-

. ()
thématique est le méme, 11 suffit de remplacer g--et V par F" et\(

) dt
Par exemnle :
. o O8F 3,
(28] —— = -— + W, grad et
' §t 3t

8 3c - -
29) — C dv = — dv + _ CW.n o9

"h. o W

. 7 <2 = :
Soit Vr = \/ - W la vitesse relative du milieu par rapport au mouvement propr2

défini par W alors on a :

df 8¢ ,
-(30) —_— e— -+ V . grad f et

dt 5t

d -8 . . a
(313 -—-[ Cdv = — I C dv + ] C V_.nd®

2.5. Cas o les fonctions sont ssulement continCment dérivable: par moTTRAUX.

Raisonnons pour +ixqr lgs idées dans le cas d une intéprale triple. La re-
lation (20) a été établig en supposant Tlx,t) et V(x t) contingment dérivable ;

supposons les dérivables par mo"c¢aux =aulement.

Soit donc SD partarn en deux domainnscy’ et i) par une surface L de telle
sorte que C(x,t) et V(x t) eoient contindment dérivahles dans G ) et ( maic
qus, & travers X , ces fonctions et leurs dérivées Dresenteﬁt des discorti-
nuités.

Soit ﬁ(P) le vecteur unité normal & % en P, orienté vers 1’intérieur deéﬁ c
ﬂftp:} désig ne alors le saut subi par la grandeur £ lorsque 1'on traverse

en P dant le sens cdéfini par M oy encore
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- 44
q¥(P]B = F(Pz) - f[P1), P, et P1 désignant respectivement le point P con-

sidéré soit comme limite de points dejﬂZ soit comme limite de points de:I%.
N .

Nésignons enfin par W(P,t) la vitesse 2'un point P astreint & rester sur la
surface ce discontinuité © quand le temps varie (surface qui peht d'ailleurs
s‘ingggpréter comme une onde). En fait, on le verra, seule la composante ncrmale

w = WN interviendra.

Ainsi :
[ c'dvslcmwj Cdv ’
A Ly =)

Loreque le temps varie, on est conduit 2 considérer que {?, etJ)Z ont cthacun
2 T . B 1

un mouvement prepre défini par le mouvement de leurs frontidres :

a.;D1,S1+z ot 3P -5 .+ I

Figure 2

*Puisque 1'on suit éﬁ?*dans son mouvement, le mouvement de 31 et Sz est détini

par V ; celui de I par W.
§(1) §(2)

et
8t

Si on désigne respectivement les dérivations par rapoort au

temps associé aux mouvements propres de~33(1) et 53(2) on peut éerire @

1 @, .
[ 6( ) 5 (
| Cdv = —— C dv + Cdv

) gt st ~s
D,

o] a
v
-

chacun des termes du second membre pouvant s’évaluer par epplication de (28)

6(1)

3C .

Cadv ~ — dv + Cv.; dg + C(P,,t} w do

.8t :L' . T 3t q 5 1 :
oY 4 A9 ™1




5(2) "3c
> >
C dv = — dv ¢+ CV.n O - CP_,t) w do.
8t o 3t 2
2 S2 z
d*fol

3
dt Ay t )2 | :

-+ ‘ % ' _
mais 31 1'on désigne par U la vitesse relative du milieu par.rapgort a LI ona:

d o ac . -
Y (32) —_ I C dy = f — dv + ! C Ven ds - I ECﬂ w do
D %

i) i 7 i .
& ac : 5 e -+
— Cdvs= — +div (CV)| av - | C(P_,t) U(P_,t).N(P) a0
, . - 1 1
ot - |5t
~ ! : -
1 o L o I
‘6[2) ac . -’- - .>
— Cdv = — + div (CV)| dv + CCP,,t) UCP,,t) .NC(P) d9
8t ot . :
dz ) k. - A L

- . <> =)
soit en paosant u = lI.N,

o d
{33) —_ Cdv =
dt

~

Nous pouvons é&noncé :

(]:‘)

Dronosition 4 + Nans le cas of le volume ~t' comorend une surface de disconti-

nuité I , les résultats §23) doivent Atre remplacés par les relations (33) et (3%)

dans lesquelles w et u désianent respectivement les comsosantes norrales & T de

la vits=zed’un noint de ¥ et de la vitessec relative du milieu nar rapport 3 %,

4

3 - Résultats mathématigues fondamentaux en mécaninue des milieux vontinus.

3.4. Lemme fondamental ou théoréme de 17intégrale nulle.

Nonnons d'abard une définiticn préliminaire commade.

s e . . (o : . T : ‘
D54inition £ : Una famille Fd'ensembles ouverts D d'un domaine A est dite

a= . P ) L.
dense dans ~J si, pour tout point M intérieur & J47 et pour tout vaisinage V de
M, il exist2 au moins un ense=hle N d2 la famille qui snit intdriser & V' ou en-

k)
o . L et o /
core si v M ¢k etvY V, veisinegr dem,I pn €5 t.q. BC v,



. A6
Exemples :
al Si _D est un domaing tridimensionnel de € , 1'ensemble de toutes les
" boules ouvertes intérieures a;‘;{_} est une famille dense dans @ ' s i1 en est de

méme de tous les cubes dont les arftes sont paralléles aux axes de coordonnées.

b) Si r:?: est un arc de courhe défini par uns abscisse curviligne s¢ Ja.b(,
1'ensemble des arcs définis par s1<s < 32 ol a< 51 < s, < b et ol s1 et s2 sont
des rationels, contitue une famille dense dans g s '

c) Nans tous les cas l'ensemb}e de tous les ouverts tonstitue une famille

dense dans c:D .

Cn peut alors énoncer :

Lerwe 4oncamental ou thiondme 1 (do £'intéonale nulle).

Soit (P (M) une fonction définie et continue dans le domaine ;f’ et =  une fa-

mille dense dans o . Si pour tout D de"F  1'intéerale de ‘P dans D est nulle,

alors la fonction P est identiguement nulle dans T‘ .

Par intégrale, i1 faut entendre intégrale de volume (résp- : de surface ou cur-
vilignel, Sifi; est un doméine volumique (resp. surfacique ou 1linéique). La dé-
monstration est simple dans tous les cas. Sucposonséﬁz tridimensionnel pour fixer
les idses.

Supposons que (q, av = 0 v 9(—:"}:— famille dense dans _‘,D et. que3 !‘Ioé -D
. E

avec P (Mo] # 0, par exemple ¢ (Mo] > 0.

En vertu de la continuité de '~P , on peut trouver un voisinage V de Mo tel que

A ~ °
“‘P(%"}) > -;—’*P(No) YV MC V., Soit alors D& F tel que DC V

O 1 < ~ = .1_ M
fq v > 3 (4’(,40) v = = @) vol. D
D D

(l1ire volume de D) ; ceci est contraire 3 1'hypothése.



3.2. Applications du théordme de Stokes aux transformations d' intepralps.

I1 y a un théoréme puissant en mathématiques appelé “"théoréme de Stokés" dont
1*énoncé et la démonstration font appel 3 des notions de caicui di%férentiel ex-
tériedr mais dont certalnss conhéqﬁenqq: sont supposées acquises en gfopédentique§$
.ot clesses de préparation ; 11 s’agit des formules de Rieman et d'Cstrogradski que
nous avons d23d utilisées dans ce cours et dont nous nous comtenterons de rappeler
les énoncés. Nous donnerons ensui?e ﬁne généralisation de la formule d’Ostrogradoki

moins connue, désignée souvent sous ‘le nom de théordme de la divergencs et dont

es applications en mécanique des milieux continus sont fréquentes.

Propositicn & ou Forrule e Tderann

Ey . = L '
La circulation d'un champ de vecteur X contindment dérivable, le long d'une

courbe fermée. C est égale au flux de son rotationnel & travers toute surface

mrégulidre” € 1imitée par cefte courhe.

-». -> —— >
(34) f X. T ds = II rot X.n d©
C (9}

Y

Le mot "réguliére” imnliquent”continﬁment différentiable par morceaux.

Les orientations de T vecteur unitaire de la tangente & C et de @ vecteur
unitaire de la normale 3 @ doivent &tre telles qu'un observateur situé le long
-+ ->
de 5: le sens des pieds & la t2te colncidant avec le sens de n] voit T dans le

sens trigonométrigue.

Proposition 6 ocu Korrule d'Ostnonadabi .

Le flux 4'un champ de vecteur continiment dérivable & travers une surface

"réguliere” ¥ fermée est égale & 1'intéerale triple de sa diverzence dans le

domaine 9 limité par I . ' . ’
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. [ = = " ! >
(35) | X.n do = J div X dv
iy, Jq
Le vectsur n unitaire est iri erierté vars 1'extérieur du demaine Q .

C'est cetts propositicn que nous ellons eppliguer dans 1'énoncé suivant

Theordmz 2, (Thiontme do 2n diveracnee) -
3 _ ;
‘Al
Soit  un domains de{ 3 fronti2re 1égulidre M=,
¥ (orientée vers l’extérieur de 7

-3 ' - 3
Soit n le vecteur unitaire de la normale &
une composante d’'un champ e terseur d'ordre quaicongue,

Soit enfin t.°.
TEee——————— i:}-...q
continlment dérivable dans & et contiru sur %) alors
0 [t oe o [[
Q ijk saws Q,T aﬂljk 2 Q@ T

acte mals on peut aussi 13 déduire

Némonstration : Il existe une ¢%monstration dir

de la formule d'Ostrogradski -
o ry > ‘ E? ;éme . - '
En effet, soit X le vectsur de dont ssule la n composante n'est pas

1.

nulle"xr = tHk f t la nroncsitinn 6 entralne alors

( [
t. dv = n_dao .G.f.d.
IJ 13K vevee aor 7 ) Yigkiia 0 © i
o ; - N '
Rerongues 5 - _
> ntégrale de volume de

i) Formellement, asplicuer (36) revient 3 remslacer 1'§

la dérivéz parti=lle en r d'une quantité scalairasﬂ?par 1'intégrala, sur la fron-
5 - jBme ;
Jt. par n_ @™ composante

tiére du domaine volumique, du nroduit de 1a quantité

xtaricure uynitaire).

)

& normale

[

de
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ii) Pour obtenir effectivement un théoréme de divergence il faut prendre
q = r dans (36) et somme  sur 1'indice ainsi ”éPét@ d'ol

' IJJ tijk.....,i,r BN = IJ tijk.....r e
Q . ;9]

ce qui s'écrit si 1’on suppose que T est un tenseur d'ordre p.

. (37) IJJ div T (P dv = II i% (p)A: do
’ an :

iii] Lo thZondre de fn dLveﬁnewce est encoke untahﬂn tlans Lo cas plan.

Soit en effet I un domalne nlan et OX4 pernendiculaire a Z les fonctions

€n causes sont supposées ne dépendre que de X et X Appliquons alors (36) au cy-

lindre 9 de section droite I et de hauteur unité

Iffgtij}':.....q‘r dx1dx2dx3 = IIZ tijk-nn'QJr dx1 dxz

(les indices ici ne décrivent gue l'ensemble (1,2} )

" et
AT do= [ ¢ ds + ] | de« || ¢ de:
.:” ijkesuig "p 9O I 13kg r"° ,I *i3K.e.qr ,I 13k..q"'r
a0 3z n_ o,

e et 391 étant les deux bases du cylindre ; dans ces deux derniéres inté-

F > -> .

grales n = ¢ ey et donc nr pour r = 1,2 est nul d’od le résultat anoncé. !

) e 36

Exemnles 2 ¢ Avolications du théonsme de 2a diveraence.

. SN R
{38) IJI grad  dv = JJ ndo
Q 5|
en effet
ffos o= ffon, o
Q : ax
(39) JIJ rot U dv = {f :'A 3 :dG.
: 9} N
en effet
m ik Vi3 MV ” ik Yk My 99
0 2



(40) ” (eyrot 1) &0 = [ 0.7 ds
4
car

II eijk U, g 6£; qo = I Eijk L 6i3 ds
% s : oL ' .

> > >
(n.u,aa]_ds

29

2L
-> +> > + > _
= (e3 An), uds = u. T ds
3T : 5%
‘." . %
Premidne Ldentité de Green.
. : 4 9 { i .
a1y - J” P A gy = “ ¢ go J” pred P . grad 0 dv
Q aq on g :

car ”I(g Vg dr . [” [(CP “’,1’,@ - Lpivbi] i =

: R =
= I[ ¢ W MLPEC L I[I grad Y . grad ¥ dv

N Q
Or par définition :
¥ 5 -
— =grad ¥ .n= Y. n
N A1

Nouxidre Ldentiti de Cneen (danivont ivwidictoment de Pa nnemiZne).

' : . 9 3
(42) I”{‘FA‘J) - APy Ay = ” (= - — do
; .

Q P 19] N

4 - Implications générales d'une loi de conservation.

Nous supposons que la loi de conservation (22) c'est-a-dire : -

i 7 L
— C'Ui dv + . (Xi do = A, dv
b

dt ;;I‘




gst valable pour tout domaineaz) strictement intéricur au systéme étudié S et nous
nous propcsons d'en dégeser quelques conséquances. Sauf mention contraire, nous sup-
% -

= '> 4 -
~ posons que Vix,t), champ de vitesse de S et d%;(§,t], A(g,tl«( (x,t,n) sont des

fonctions contindments dérivables de leurs arguments.

4.1. Loi des actions mutuelles de surface.

R R R e B R B RN B SRR B L

;i = > . -+
Proposition 7 : La grandeur a(x,t,n) est une fonction impaire en n secit

: > ->
(43) alx,t,n) = - a(x,t,-n)

e | S
LN &
¥

: . ) . . . i o
Soient P et N un point et une direction pous lesquels on veut mentrer (43).

&
soient M 1e plan passant par P et normal a N.
- n (;\ ST
é’) domaire quelconque contenant P; <& = ';(D’ T, b partage b’ en.-.sh.‘]
. -»> : € < iy
at:I)z de telle que sorte que N est normal a I orienté vers;I)z.

En utilisant les notations de la figure 2, p.14, on applique (22) successi-

vement ég‘D1. _—‘K)Z_ ath on obtient alors :
d “or 2 . > 5 -» .
—_— Yheodv o+ a.(n) d7 ¢ a (M) do = A, dv
i i i i
dt S 5 cﬁD
1 4]

1 1

d g a (n) do a (-N) do L A .d
_— . Yy dv + i(n] d + i(-nl) gc = : N v
e A/

dat I
Sy . 2
d ¢ . -> '
—_— ah. dv + J o (n) do = A, dv
dt 3 Oy i . B i '
2D D

Soit en ajoutant membre‘é_memhre les deux premidres égalités et en retran-

chant la derniéere

I a (N) + o (-N) dO 0 .
X i 1

Mais 1'ensemble des T constitue une femille clense dans sONT d'od le ré-

sultat (43), valable en toyt pcint P de S.
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4.2. Equations aux dérivées partielles associées & une loi de conservation.

© 0 6P Ee BT E800 00 08 68080000008 00T0000E000000008000600000CRCEECO0O00BO0OCEOECEES

- -> - .
Soient 91, e, ey les vecteurs unitaires du repére cartésien utilisé. Posons
(44) o (x,t,2,) (x,t)
ix: :C"j = aij )_(J ]
. . R o |
et appliquons (22) 3 un parallélépipéde rectangle,f d'arétes parzlléles aux exes

i -/
de coordonnées en notent qu'alors :

(45) I @ dg = ] e . n. do
i ~ 13 3
S P

ce qui d'aprés le théor2me de la divergence peut s’écrire :

alors

d ¢ . '
.;;- dli dv + J aij,j dv = l\ Aidv
§ 1Y

et en appliquant (23)

at;
I?{;1+(\ﬁivjlj+aijj-l\i}dv=0
o 't ’ r )

Cette égalité a lieu pour tous les parallélépipddes intérieurs & S, ceux-ci

constituant une famille dense dans S d'ol le résultet suivant :

Proposition & : Pour la loi de conservetion (22}, les -Fonctionséﬁi..Ai et ay 4

vérifient en tout point de S en lequel elles sont contindment dérivables, 1'&quation

aux dérivées partielles.

(48) 3
%

Coroflaine : La loi de conservation (22) implique que pour tout domainead) intérisu

(47) I {ci - 3y, "J} 40 =0
B




.

S - 23
Réciorocuenznt si (4E) est satisfaite en tout point de (S) et (47) pour tout

. n o e s -
domaine 3} intérieur 3 S, on peut écrire la loi de censervation (22) pour toutég .

A

Le résultat est immédiat en écrivant (22) tenant compte de {(23) et (46).

4,3, Tenseur densité de flux.

S eS8 s e e300 8eca0dndseeeT

: -
Nous allons étudieraf comme fonction de n et reconnaftre ainsi la nature des

aij ; étendons pour csla la définition de @ pour tout vecteur non unitaire en

posant :

-) Y 2> &
(48} alx.t, An) = Xa{g.t.n)

ce ‘qui est compatible avec (43) alofs on peut énoncer.

5 & "
u

Proposition 9 : L= fonction O(x,t,u), ol u est un vecteur aguelconque, est linfaire

.’ = P 3 . 3 - P
en u ot définit dorc & tout instant t et en tout point de S un tenseur & appelé

densité de Fflux associé 3 la loi de conservation (22) per l'application'tﬁa w.

Dans le rep2re des x, ce tenseur est représenté par la matrice aij s autrement dit
L

(49) o (x,t,u} =

" On démontre ce résultat en appliquant le corollaire’ (8) 3 un tétraddre tri-
rectangle T dont la fece hypothémuse T est contenue dans le plan 1 passant oer
P et normal &3 R = (37|u| ) (P étent le point quelconque de coordonnées x en lequel

on veut prouver le résultat). On obtient alors
- N =
I [ai alj'll dg 0
T

et comme les triangles T sont denses dans SO 1 , on obtient le résultet anoncé

compte tenu de (48).

Etant donné que (49) entraine évidemment (47), on peut généraliser le corollaire

-

-et conclure le paraeraphe par

Proposition 17 : si les fonctions d%itg,t] , Ai(§,t) , aijfg.t) continiment Jéri-

: 1 ' e TR . . S .
vables (1) dans un doma1nec370 vérifient les éguations (46) et si le vecteur ¢ est

détini par (49), alors la loi de conservation (22) ast identiquement satisfaite .

. ‘ \ . N g
pour tout domalneai, intérisur a<iDO.

w1l Le résultat reste acquis si la donnée A, est simplement continue danscf>o.
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4.4, Equations aux discontinuités et forme intégrale générale d'une loi de
ll..l.."l’l‘ll‘l.lll.‘\llllll'l‘llll.ll...l.l.“.Il.'.,.ll!lll.l.....
conservation.

Supposons maintenant que le champ des vitesses V et les grandeurs impliquées

dans 1'énoncd de la loi de conservaticn sont seulement contirdment dérivables par

morceaux. En utilisant les notaticns et la méthode du paragraphe 2.5., on obtient

-
le résultat suivant : _

Proposiiion 11 ¢

La loi de ccneservation (22) implique que en tout point d'une
e S
éventuelle surfacs de discontiniité To inclue danSgU i

-

T o T
(50) udnu+3(mﬂ =0

u étant (rapn=alons lg] 1a composante nnrmale de la vitesse du milieu relativement

3 1a surface de discontinuité st N le vecteur ncrmal unité a Eo au point considéré :

N
F‘q

 skek >
u= (V-W).N = U

Par ailleurs, si 1'on suppose que le domaineiD

“propre distinct du mouvement

est animé d'un mouvement
du milieu, on peut fcrire la loi de consarvatich (22)

sous une forme plius générale en appliquant la formule (31)

§
(51) —_ 0&1 dv + I a', do = A, dv
st oy oy T o L
en posant
(52) ' % ST W (R =ar, k, et U=V
v a iJ = <t i UJ aij » a i = a ij J Vs

i T g -
La relation (50) qui s'écrit alors ﬂ-a"[N)!‘-= 0 traduit donc le fait que
.5 - - - .
le vecteur E’IN] qui caractérise les échanges surfaciques 3 travers la surface de

discontinuité T ne subit aucune discontinuité & travers cette surface qui se pro-
-)
page a la vitesse ¥,

4,5, Conditions aux limites naturelles associées & une loi de conservation.

‘Nous avons jusqu'icienrnligud la loi de conservation 2 des-domaines,j) stric-

tement intérieurs au systemz 3 ; considérons maintenant un domaineJD ayent un morca?2

de frontigre § commun avec 25 frontidre de S.
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Sypposons pour simplifier S connexs et ’35 contindment dérivable par mor-

ceauX.

Admettons 1'existence d'une aﬂticn extérieure surfacique schématisée a tout
instant t par un champ de vecteur H X(o,t) défini et continu par morceéux sur 38,
alors par un procédé de passage & la limite de (22) justifié per la continuité des
fonctions en jeux, @n montre que sur tout morceau I de 9S sur lequel la normale

> ’-)x
n et la fonction a”(P,t) sont continus

[ {atn) - ¢} d =0
i i
L

ce qui, grace au lemme fondamental implique

%

(53) wPEDy s @ P, ' (P- ) a (P ]'
a(P,t,n) = (P,t) soit aij ™ s nJ i ,t

ce qui est la condition aux limites naturellement associée & la loi de conservation.

Pomoiiques 5

1) La condition {53) est une condition aux limites nécessaire qui peut trés

bien n'Btre pas suffisante par exemple pour un fluide visquaux.

i1) On a reisonné pour fixer les idées sur une”équation de conservation liant
des grandeurs vectorielles mais tous les résultats s étendent moynnnant adaptations,
aux autres cas possibles par exemnle sidf ,2 et A sont scalaires, a est un

vecteur défini par olx,t,u) = a8y (x, t)ui. N'une fagon générale sidh s et A sont

des tenseurs d'ordre p, a est un tensaur d'ordre p + 1.

5 - Application 3 1a conservation de la masse.

Nous avons évoqué ;u début du charitre TII de cinétique le princ1oe d'inve-

riabilité de la masse retenu par la mécanique classique et qui peut s'énoncer aani

Prineine 1 (Comservation do Lo rasse) @ La masse d'ure partie d’un systéme m1-

“ttriel que l'on suit dans son mouvemant reste constante quand le temps varie.

Cette lol se traduit donc par 1'éralité trés simple

d
(54) — |odv =19 H
¢t O

ol é{) est un domaine arbitraire du systéme S supposé tridimensionnel,p (f't] est

1a masse voluminue.



S1 1'cn rapprocte cotte relation de 1'expressicn générale d'une loi de con-
servation (22) on voit qua d&: est le scalaire p » &, a, A sont nuls. Lsa ferme

intégrale générale do cette loi peut alors s'écrire d'aprés (51) et (52)

6 ! + >
(55) — | pdv = - cu o u = U,N
Gt; aD)

cDétant Supposé animé ici d'un mouvement propre.

Nous sommes en mesure, grace 3 1'étude générale précédente, de tirer rapi-

dement les conséquences de (54).

5.1. Equation de continuits.

En un point de continuite, l'éqﬁation aux dérivées partielles associée 3 (54)

s’écrit d'aprds (46)

0
— + (V) =0
at 1.4

que 1l'on peut encore écrire sous les formes intrinséques

TS o =
(56) — +div (o V) = g
at :
Ou encore
_ dp
(57) — 4Py V=0
dt

5.2. Nérivée particulaire des intSgrales prises par rapport 3 une distribution

de masse,

“Nous avons J€ja annoncé et utilisé dans le cours de mécanique générale
(cf.(43) p.32, (56) p.33 ot {57) p.34) 1a propristé de dérivation particulaire des

intéerales prises par repport 3 une distributior dz masse & savoir

s4 Flt) = ] Blx,t) du
Sty -~
8lors
dF - d$
(58) —_ = — du

it § ¢y 9t

26
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Nous pouvens maintenant la démontrer dans le cas d'une intégrale de volume ;
soit en effet o

F(t) = J dlx,t}  Plx,t) dv
@

3 (t)
d'aprés (23]

dF 1 3 p) o
j —— + div (9 p V) dv
dt 3t ‘ .

¥ (e

-, - ap &
= [ — + V., grad ¢ | odv + I ¢y — + div (P V] | dv
At _ | At
Fy L ] Yea -
ad
= I -— du si 1'on tient compte de (20) et (58) c.q.v.d.
Py 9t |

Remarque 7 : Dans le cas d'une distributicn surfacicue de masse :

$(x,t) o(x,t) -4 ; do -

(59) Flt) = I d(x,t) plx,t) do
get) Y

11 faut au préalable écrire l'équation de continuité correspondante & savoir

d 7 d > o> '
0 o= pdo = — I o n. ndo, ce qui compte tenu de (26) conduit 3
- dt ﬁf’[t] , dt j’ (t)
| 3p n
(s0) ¢ ¥ div (b;] + rot (p : A V] do =0
At
Pty : )

On montre alors (58) aisdment, en appliquant (26) 3 (59) compte tenu de (8C).

Une méthode analogue serait & utiliser pour une distribution linéique de

masse,

5.3. Surfacass de ccntact et ondes de chaoc.

* La loi de discontinuité assccige 3 la conservation de la masse s'écrit d'eprés

(50}

T
{61) _ Upu';‘ =N

. P
B s i =l o § s pnen 9



28.

Proposition 12 : Le débit massicue surfacique Ou = m est continu & travers une

surface de discontinuitd ¥ .

I1 convient alors de distinguer deux cas :

a) Sunfaces de contsel :

Si sur T, m=0, ona nécessairemeﬁt puisque p> O.

(62) u =u =10

Aucun débit ne traverse donc I et, de part et d'autre de L , la vitesse re-
lative du milieu par rapport & I est tangentielle. On dit que I est une surface

de contact ou encore une surface de glissement.

Exermfes 3 : La surface séparant deux liquides nonmisc-ibles en mouvzment, la sur-

face de séparation d'une masse d'eau en contact avec 1‘’atmosphére constituent en

général des surfaces de contact.

h) Andes de choe.

Sim#D0, u+ et ui sont # 0; le milieu: traverse effectivement la surfzce de

discontinuité I ; on dit que T est une onde de choc.

Exernles 4 :

_ . Soit un gaz au repos dans un tube 1imité & l'une de ces extrémités par un
piston. Lorsqu’on enfonce le piston, la surface qui sépare le gaz en mouvement du

gaz encore 2u reoes est une cnde de chac.
. Une explosion dans un milieu y nroduit une onde de choc.

. Le vol de croisi2re d'un avion supersonique preduit 3 son passage dos onces

de choc.

5.4, Conditions aux frontiéres.

Le fait qua & = 0 dans la loi de conservation'de 1a masse implique qu'il n'y a
n e
aucun débit massique surfaciqus en tout peint <'une paroi °Y . Autrement dit,

la composante normale de la vitesse relative du milieu par rapporf-é la peroi ast

nulle.
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5.5. Milieu incompressible,

Melindition 9 ¢ Un milieu est dit incompressible si, quzlles que soient les condi-
———— o

tions qui lui sont imposées ol les actions exercées sur lui, le taux.de dilatation
volumique est nul en chague point ou 3 tout instant, ce qui d'apras (24) se traduit

par
(633 div V = 0
.Méis alors fS?J implique
(64) . — =0

dt

C'est-a-dire que 1a masse volumigue en un point reste constante 1lorsqu= l'on

suit ce point dans son mouvement .,

?emanque § : Il se peut que P ne soit pas éonetant dans touf le milieu, oaf
exemple dans le cas d'un mélange non homogéne de deux fluides, mais si & un ins;aﬁt
donné p prend la mdme valeur P, dans tout le milieu alors p = P, en tout .point

et & tout instant.

M suomose doie, sauf mertion contrainz, que P = constante Lorsqu'on pamkef
de milieu incomonessiblo. Nans ces conditions, Les équat&oné

(65) plx,2) = o et divi=o

Tradulsent & 2a fois L'incommnessihilits ot L'%quation de continuits dans Le milieu
Ancorpressihle,
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TENSE(T DES CONTPAINTES

.1 - Objet du chapitre.

Nous allons maintenant expliciter 1= principe fondamentel de la mécanique
classique (cf. polycopié I p. 39) podr un milieu continu déformable. Acet effet,
nous suppeseroas Jjue, sauf mentien contraire, le repérevﬁ\ dans lequel est cbservé
le mouvemesnt est galiléen et nous appliquercns le principe fondamental 3 une partie

[ artitraire du systéme S &tudié.

Snient donc (0¢)ret (3re]ﬁrespectivement le torseur dynamique deéﬁa dans
son mouvement par]rappg?t a R ?&F.poly I p.23) et le torseur des efforts exté-
rieurs appiiqués é.ﬂ) (cf..poly I p.37). Nous avons :

- 7 O

>, >
COY)O‘DE L“‘Fea3

* . * ‘

Ce qui, compte tenu de la définition du torseur cinétique () (cf. poly I p. 233,
Ve

de la propriété.(58) ci-dessus, et du fait que, s1 0 est l'origine du repére*j{,

->
V{U/ﬁ) = 0, s'éerit ¢

a

(66) S

dt iﬁ

VM, t) du = ffz' (Fe =M

(679  — Ji)ﬁlx Vont) au =dou (0, Fe b .
dt .

. Reste 3 2tre capable de définir les efforts extérieurs appliqués é‘§>.

Ceux-ci ‘sont de deux sortes :

1) Les efforts exercés suréL) par les systémes extérieurs a s.
S, . . ¢
i1) Les efforts exerces sunj) par les parties de S extérieures 5_1) 2

Conformément & la terminologie usuella, ces darniers sont dits efforts

intdrieurs 3 S =2lors que les premiers sont des efforts extérieurs 3 S.

Avant d'expliciter d‘avantage, formulons quelques hypothéées :
. . 3
i) S et éz} sont supposés occuper des domalnes volumiques de¥®” (ceci est
conforme & la rdéalité de tout systémel.
ji) La distribution des masses dans S 3 chague instant t est définie par une

masse volumious olx,t)

v
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iii) Les efforte extérizurs exercés surgg> par 1'extérieur de SsSont repré-

=
sentée & chague instant par une distribution volumique de forces f(x,t).

IV) Enfin, et c'est 13 1'hypothése fondamentale surhlaquelle reposent tous

les développements ultérieurs, nous admettrons que les efforts intérieurs & S :

. Thaduisent d es actions Pocales de contact

_ . Sont neprisentés on choque voint M de 3D et a chague instant t par une
deyzé/te sunfacique de 4orce T ne dévendant & cet instant que de Y et du vecteur
unitaine nonral en M a 3L so0dit n (orientd sauf mmbwn contraine vens L'exiénieur
de ) ). Mous désignons done nax T(' t, n) ou T(x ,,n) La vafeur en M ot a L'instant
t de T. ' '

_Rermenque 9 :

Ainsi, si 'h ' est un sous domaine de S distinct deeg) mais ayant évec,q)un
point commun M et un plan tangent commun en M; oan utilisera en M le méme vecteur ?
pour décrire les efforts exercés sur‘j) et E}' respectivpment par leur complmen-
taire dans S, ainsi T ne dépsnd que de la forme locale de Aden M at ce au premiar
ordre (direé;ion du plan tangent). Il ne serait pas absurde 3 priori de sunposer que
? puissc dépendre aussi de la forme locala au second ordre (ravons de courbure pér

exemple) ;5 nous nous en tiendrons rependant 3 1'hypothése tras simple énoncéa

7(,4,n) est anpels Le vecteur contrainte en H powr. Ln dinection .

Avec les définitions posées (66) et (67) s'’écrivent :

-> . > >
(68) -—-I pV dv = I T do + I f dv
d ...=‘. -+ —3e -> —p ->
(69) —_ ™ ApVdv = DPA T do + m A f dv
dt D X A

>
Les hypothéses faites, en particulier celles portant sur T, monitrent que
(68) et (59) sont des lois de cons ervatlon ; on dit qu'elles expriment £a. ccnden-
vation de Lo quantité de mouvement car CDV) est souvent encore appelé "torseur de

la guantité de mcuvement”.

L'objet c¢2 cc chapitr= est d'appliquer a (68) et (RS) la theorie générale
exposée au chapitre II et de dégager la signification physiqus des notions et des
résultats auxquels clle conduit. Une attention particulidre est portée ‘au tenseur
des contraintes quec nous allons définir et qui, en fait, ceracterisa les efferts

intérieurs en tout point M du systemc.
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2 - Apnlicaticn de la théoris eénérale.

2.1. D&finition du tenseur des contraintes.

© % 698 2000060060080 00880000s0scs0a03s080008)373

Si 1‘on écrit (68) en composantes, on obtient

d :
(70) _ L— I DV:l dv - [ T, do = [ fi dv

dt 23) i D

et 1'on peut appliquer les résultats du chapitre II en posant

(717 ° d06, = pv

1 1’ - i1 i i

La proposition 9 p.23 montre en particulier 1’'existence d'un tenseur &

1j %13

de composantes J (les étant dans S des fonctions continues par mofceaux de
x et de t) tel que en ;out pcint de contlnuité, on ait : ’ '

->
(72) T,(x.t,n) = Gij(g.t] ny

Ce tenseur est appelé tenseur des contraintes.

Si on connait 3 un instent t le champ des tenseurs des contraintes, on peut‘
déterminer tr&s simplement les vecteurs contraintes en tout point de la frontieére

d’un volume:l) intérieur 3 S, c'est & dire décrire complétement les efforts eaeiveés
sur J) par les éléments de @S extérieur aD.

2 2. Equations du mouvemant.

La prcnosition 8 et la formule (46) p.22 montrent aqu'an tout point de S ol
les V, et Gij sont contindment dérivatles on a : o

3

. S U W L RS E N I

ce qui se développe comme suilt :

KL Wy |
V., | — "(OVJJ"O + V v ! = Oi. +'Fi
il_at 1. W W e 3.3

et donne, compte tenu d= 1'énuaticn de continuité (568) p, 26. Les relations appeléas

"Equations du mouvcment” @




(743 o

av,

1 oy . =
dt 1

%3,5 * %3

mn
©

dont la forme intrinséque est,

gréce a (19) p. 6

3? 1

— - -+

grad V2 + rot VAV

= >
divZ + ¥

Dans le cas d'un systéme S en équilibré dans 1le répére‘il on obtient les

équations d'éguiliire

(76) ' o

2.3. Svméirie du tenseu

r des contraintes.
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Exploitons de mé8me 1'équation de conservation (69) qui s'’écrit en composantes :

: I

— |€ x, V. P dv = I €
13k %3 Vk .

ot ! 2D

x, f dv 3

19k X3 T 49 ¢ J 3 Tk

eijk
D

compte-tenu de (72), la proposition 9 p.23 n'apporte rien de nouveau car :

eijk xJTk = eijk xj

Y1 M1

s s 638 : npocantes ! = c 8 ) )
et nous savons déja que les composante 111 eijk xj k1 reer sentert.[anrée

double contraction sur les comnosantes d'un tenseur du 6&me ordre) les composantas

d'un tenseur du second ordre.

La pronosition 8 et la formule (46) p.?2 conduiscnt & @

3
€15k [‘"‘ (o x M)+ oV Vi) o = 048 g1 =% fk] =3

it

L4
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soit
e . 71
€ X, | —— \/ + v Vv -0 - ] - c -
gk | X5 L @ M N T % T R P Y P T 0

qui se résuit a : - o .

€ =
(77) 13K ckj 0
grace a la relation(73)etsnn fait que x1 5 6*1 car alors N o

eijktzo Vjvk - okj) =0

- et c'est 1a symétrie du produit VJVR qui conduit enfin a 77 (cf. calcul tersoriel

p. 20 ). Mais par application de la méme proposition nous obtenons de (77)

(78] ‘ 9kj = Ujk

Reranaue 17 : Supposons que 1'on modifie 1'hypothése 1ii) p.3| en estimant que,
- L
. pour bien représanter les efforts a distance surgi) i1 faille ajouter & + une
densité volumique de couples F (cf. polycopié I p.38), on trouverait au lieu de
(77):

€ g -o-l" =0.
13k kj 4

ce qui entrainerait la non symétrie du tenseur des contraintes.

Dans ce cours, nous nous contenterons de la théorie simplifiée décrite précé-
demment qui est 1a plus classique et est suffisante pour le développement de la

plupart des oroblémes pratiques.

2.4. Equaticns aux discontinuités.

Si nous appliquons maintenant la proposition 11 3 1'équation (68) ; on obtient

directement en tout point ™ d'une surface de discontinuité (I)

oo [[euv] - 0]

-> . .
oll, rappelons le N est le vecteur unitaire normal a (Z) en M et u la composante

normale de la vitesse relative du milieu par rapport a ().



Notons que 1'applicaticn de la mémz proposition & (68) n'apporte rien de néﬁi
veau. L'équation (79) traduit donc toute information donnée par la conservation

de la quantité de mouvement dans le cas d'une surface de discontinuité.
Si nous reprenons les deux cas introduit au paragraphe II.E?.B. p.2& on a :

a) Pour une sun/ace Ae contact, compte tenu de (62), la continuité du vecteur

contrainte-?fﬁl a la traverse de (L)
[+
(80) . g o= )

) Nans Le cas d'une onde de choe, Pu =m, débit massique & travers (L) est

continu 3 travers la surface qe'telle sorte que (79) se réduit a

(81) m Hﬁﬂ - ﬂ?(&)ﬂ“_ |

> > > =+ +>
od U désicne la vitesse relative du milieu -par rcpport 2 (Z) : U=V-W, siWest:

la vitesse du point M considéré comme appartanant a (Z). On peut donc énoncer

v & thavens un choe, La discontinuiis du veeteur contrainte pourn La direction nox-
male 28t propontionelle a La discontinuité de La vitesse nelative, Le facteur
multipicatid stant Lo dehit mossique m'. '

2.5. Condition aux frontieéres.

Les considéretions développées en II. 4.5. montrent que'la théorie qui vient
d'étre exposée n'est valable que si les efforts exercés sur S sont bien définis
d'une part par les forces volumiques ? déja introduites et qui représentent des
forces 3 distance et d'autre part par des forces de contact surfaciques définies
3 un instant t fixé par une-densité surfacique-?'en tout point P de 3S. La condi-
tion aux frontiéres naturellement associées a la conservation de le quantité de

mouvement s'écrit simplement d'aprés (53) Deld

- > > o>
(82) T(P,n) = F(P)

-»> - :
ol n désigne le vectaur unitaire normal & 39S en P orienté vers 1'extérieur de S

Ceci s'écrit encore en compesantes

(83) o..n. =F,

si sur une partie da A3S, Fi = 0 on dit que cette partie est libre.



Remanque 11 : 36

Notons que si les fi sont en général des forces données, il n'en n'est pas
nécessairement de méme des Fi' Considérons par exemple une pizce cylindrigue en-
castrée par une de ses bases. On peut supposer la piéce pesante, on'a alors
f==0 gvga (;3 gtant le vecteur unitaire de la verticale ascendante et g 1'accé-
1ération de la pesanteur). La surface latérale peut &tre supposée libre : F =0
sur cette face ot par suite F est ccnnu. Sur la base non encastrée, on peut sup-
poser Gue l'on exerce certains efforts connus schématisés par une densité surfaciqu
donnéec F ; ainsl 1’égalité (83) fournit sur toute la partie de la surface extérieur
de la piéce qul n'est pas encastrée, ces conditions auxquelles doit satisfaire le
tenseur des contraintes (inconnu au départ). Par contras, les efforts d'encastrement
#ﬁexercés en général par un massif supposé rigide sur la face plane encastrée de la
piéce) sont inconnds. Lorsdu'on aura déferminé'complétement le comportement méca-
nique de la pisce (en écrivant par exemple des conditions relatives & la vitesse :
V = 0 sur la face encastrée), et en particulier le tenseur des contraintes, 1'éga-
1ité (83) permettra de calculer ces efforts, c'est-2-dire les réactions du massif
sur la piécz. La connalssance de ces réactions est en généfal trés importante cer
ce sont elles qui permettent de déterminer si 1’encastrement peut résister aux ef-

forts eytér*eurs donnés exercés sur la piéce.

2.7. Théar2me des quantités de mouvement.

Ce théoréme est une explicitation du résultat de mécanique générele qui a serv

-

du point de départ & ce chapitre 3 savoir :

' v
+

| omanans W

P

(84)

Q
ct
r-“-t

qui est 1'égalité entre torseurs traduite par (68) (69).

Mmais on peut écrire

‘ d - > ? . oo
(85) — [ = = [pz e fovivendd
' L =D - D

en effet ceci est vrai pour les résultantes des torseurs d’'aprés (23) p.98 mais cecl

"1'est encore pour les moments si 1'cn remarque que
W/
. I N B
—F AN = 0f A — (01 .
at - ot



P . % . : 7
Le théoréme de la quantité de mouvement se traduit donc par 1'égalité qui rg-

sulte de (84) ot [85)‘:

->
3(pV)
(86) | —— +[(p-\7 (.\7.?1] 3! = :[TJ- + {f.!‘

at : EOEE
D D ~ <

Ce thsoréme est spécilalement intéressant pour déterminer le torceur des ef-

forts exercés par un milieu sur certaines parois solides.

Zxerple 5 : Consldérons un fluide ‘entourant un solide fixe B et remplissant tout

1'espace extérieur & B (cf. fig. 37 et sunposens le mouvement du fluide stationneire
Efest-é-dire tal que toutes les dérivées partielles par rapport 3 t des buaﬁtités

caractérisant les pfopriéfés du fluide en mouvement soient nulles.

Prencns pouréI) le volume fluide limité par 98 et par une surface quelcongue
j=]

% entourant le profil B. N'aprés II1.2.5., le torseur des actions du fluides sur =

soit f?j. qui est 1'opposé du torseur des actions exercées par B sur le fluide au

contact de B, s'écrit :

- ¢Fa =-¢€T12
: 2B

Par ailleurs,'le meuvemant du fluide ¢tant stationncire et le solide B fixs,
on a sur OB d'aprés II.5.4.
Y
n

Van =0



(86) conduit alors & : . e N 38

(87) c"f—’n-: Cf

3, T GRS T

Au second membre Ci’DK est connu : 11 suffit donc de connaltre les vitesses
' 230 .
et les.contraintes sur une surfece L quelconque entourant B pour calculer 1’action

du fluide sur le solide B.

3 - Propriétés locales du tenseur des contraintes.

Nous nous proposons ici d'étudier le tenseur des contraintes en un point déter-
o
miné ¢ S Sans restreindre la gén2ralité, nous pouvons prendre ce point comme ori-
” : > &
gine dé?% 3 1'instant considéré. Nous noterons simplement T(n) le vecteur ccntraint
e o 3 " .

pour la direction ¥ pour ce point et & cet instant.

I1 s'e<it pour l’essentiel d'appliquer l=2s notions généralés trés classiques sur
les tenseurs cartésiens symétriques du second ordre et de les compléter par quelques
notions utiles dans 1'étude des contraintes. On pourra donc se reporter, si néces-
saire, aux développements correspondants du cours de calcul tensoriel (Module M11

‘

6u C1 de la maitrise de mécanique).

3.1. Contrainte normale. Contrainte de cisaillement. Quadrigue des contraintes.

! .l ‘ . . ‘ . - : ' ’i o . . *
DEf{inition 17 : 0On appelle contrainte normsle en un point pour la directicn n

le scalaire

-5

- (88) T =nJdn) = n, g,, n, = 0,, N, N - ‘/)

Ta 1 %3 M7 %™y ‘,m&om
raager

Tn apparait alors comme la valeur de la forme quadratique.

’ -+ > >
(89) ok = ¢ &N = 04 %y %
s .
associée au tenseur T , (cf. calcul tensoriel II.4. p.19) pour le vecteur uni-

taire.g. On peut donc écrire :

(20) T =0(m
. ' n

ce qui donne une interprétation simple de la forme quadratique attachéa au tenszur

des‘contraintes.
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op» . . e ye, = . . > .
On dit que fe miliew suhif {ou point consddind) pour La direction n une tensicy

o une corpression sedon que Tn est posltis ou ndoatif.

D¢ finition 11 : On appelle contrainte tangentielle dite encore contrainte de cisail

lement ou plus simplement cisaillement ou scission, le vecteur :

(81) Tm= TR -n T () Wm “l

b5

11 appartient au plan normal a ﬁ qui cont*Pnt 1 Plement d'aire sur lequel s'exerce

la contrainte T

11 est intéressant parfois d'avoir une représentation géométricue des vecteurs

- 5
contraintes T quand n varie d'ol la définition :

- 8finition 17 : On appells guadrique des contraintes &. en un point do milieu cor

sidéré la surface définie par :

% E : . .

92 (o] -

(92) 13 Xy xJ = 1
(Le point considéré du milieu étant fixé et pris comme origine, les Uij sont des
constantes et lee,x1 ne désienent plus les coordonnées d’ Euler mais seulament les
variables d'espace ﬂescriptivea de la surfarﬂl. ' '

- > .
Soit P un point d'une telle quadrique=4;. si 1'on pose oP =An, ona

2 -»> + 5 ' ' ’
A 0(n) = _ 1 et donc d'aprés (80)

-1/2

Si bien que la longueur OP lorsque P décrit la quadrigue Cg ‘est directement liés

3 la valeur de la contrainte normale au point considéré.

Si T a un signe constant cuand P Cou n] varie, il existe-une seule gquadrique
des contraintps au point considéré, il existe une seul= quadrique des contral es
qui est alors un2 =21lipsoide. Si T est susceptible de changer de signe lorsque ;
varie en un méma Doint. alors (92) dccrit alors 1'ensemble de deux hyperboloides

cenjugués.

> o
Fxercice 3 : Montrer que T(n) est normal au plan tangent & & passant par P et aur

‘TI = (J\h)_1 si h est la distance de 0 & ce plan tanrent.
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Fig. 4

3.2. Forme bilindaire attachée au tenszur des contraintes. Relaticn.de symétrie

I.lllll.'u..l.ll...l'.l....'!llll....ll..II.IIIII"III.IIlllll..‘l.lllllll.

Changzment d'axes.

si P(x,Y) designe 1a forme bilinsaire associée @ T en un point fixé (cf. couf
calcul tensoriel p.10) alors la symétrie de ﬁij (cf. (78)) implique

(93) Py = Ry = Mt = nImn

. )
[+ sANraL)
{ LA AN T 4
C YA ¥

\

Ainsi en un mame point Lo pnojeciion’du vecteun'?(;) sur n' est égale & La
- profection de F(n') sun n.

On sait que par ailleurs (cf. calcul tensoricl p.10) que :

| e
(94) e = g (eys &)

cette relation va pous permettre d'opérer trés simplement les changemants de
coordonnées pour I . »

> : . :
Soient en effet e’D les vecteurs unitaires d'un nouveau repére tels que :

3, *
e & =P Bi , an a alors @

o = e, Z-'q) =P

P "}7(-’ e)=P P, O
pg * Cp ip "3q J %1 %y ip  jq 1

3.3. Directions principales. Contraintes normales principales.

l.n..nnlcnl.l..oln-nllanlvluuolq-.!.-.o.a.llll...lnl.sll

On sait (cf. clacul tensoriel p.23), gréce 2 la symétrie de ) qu’il existe
en.chaque point du milieu matériel au moins un repire dit repére principel du ten-

seur des contraintes dans lequel la matrice représentant ce tenseur est diagzonale.
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Les valeurs propres de L formant alors la didconale sont appelées cnntralnt::

normales principales car pour les directicns principales et seulement 91195, la

contrainte tangentislle est nulle. ?iQQ”Af&eﬂf>, (€8 Yot produgg
3.4, Invariants scaleires du tenseur des contraintes.
Nous désidnerons par :
_ o _ e
85 z g ;. L == (0., O -0..0,),% = (o]
s 1% %44 1177 @31 %y " %54 %450 o Pppp 7 odet (9]

les trois invariants élémentaires attachés au tenseur & (cf. calcul tensoriel p. 21

et nous découvrirons leur utilité ad fur et & mesure de notre $Stlde.

3.5. Dévieteur des cantraintes.

o eee 385000 RAVEOCOEOsDIERTEOTY

(96) 3s= ?4 “ 02 + 03-= EI‘Z

Le tenseur sphérigue associé eu tenseur des contraintes & est donc :

(s7) ~ 1;_»5 =g 61;] -éi ® ;-1, - (ef. calcul tensorizl p. 26)

ét le déviateur des contraintas est
» « B " =5
q = - = & o) :
(98) I - Z Z [Gij ] 1JJ 1 ® ¢y

= = : d ) [ 3
B
T et ¥ ont mdmes directinns principales et les valeurs oropres de I~ gant

définiss par :

(99) s, = O, -8

- 3.6. Cercles de Mohr.

Les quadrigues des contraintes nous ont fourni une représentation géométriaue
compléte du tenseur des contraintes ; les cercles de Mohr en donnent une image in-

compléte mais souvent trés maniable.

. o . . . ‘
Désignens par n un vecteur unitaire de composantes ni dans le repdre principel

du tenseur des. contraintes au point O considérélalors d'apras (9N)

: >
(100) A Tn(n) = g, n. = g, n°+ O, ¢+ 0Ny

Par ailleurs si Tt éét 1z module de la contrainte tangentielle pour la di-

->
rection n alocrs



(101) T 2 2 2 2 2 2 2 s

Posons nous Lle probléme suivant :

Le Zfensctdtys contrnaintes en 1 Btant sunvosé connu . Aou‘ T et T deux nomhros
anbitrnaines avee T;;> N, Existeo-2-iL une dinection n telle gue Meb uaﬁrunb nesnec-
tves en 0 de Lo contrainte nonmale of fy module de La contrainte tannentielle pour
cette direction soient T et 7 T+ : La réponse est la suivante :

. - " 2
I1 en sers ainsi si et seulement si on peut résoudre le systéme lindaire en n,

‘ 2 constitué par (100) (101) et

Ny » Ng

(102) 1=n°+n+n ;

les valeurs trouvées étant positives ou nulles.

Soient donc a, b, c trois constantes, arbitraires pour le moment 3 mﬁltiplions
respectivement (101) (100) et (102) par é, b, c, si nous ajoutons les 3 relations

obtenues en posant
f(E) = a 52 +b&+c, 11 viem

2 2 2 2
+ f [02) n,” + f (03] n f[TnJ + a Tt

(103) f(01) n, 3

Supposons d'abord 01 # 02 # 03 alors pour calculer n12, i1 suffit de choisir

pour f(£) le polynome (£ - 62) (§ - 03) c'est-a-dire a = 1, b = - (02 + 03),

c = 02 03 alors

2
2 Tt + [Tn - GZ)CTn 0.3)
(01 - 02](01 - 03)

(104) n

et 1'on trouve pour n22 et n32 des expressions analogues cbtenues an permutant 1.2.%
Reste & varifier si les valeurs ainsi trouvées sont bien positives ou nulles. Pour

fixer les idées, supposoris :

105) | 0, < 0, < 0y

les inégalités suivantes dofvent »inrs Atreis-tisfaites :



o>
w

2

TS+ (T -0 (T -0,)2 0

T24(T -g) (T -0,) €0
t n 3 n 1

1240 -0 (T_-06)> 0
t n 1 n 2

1\ t.
v T
61 0‘2'_ 0 03

Ces inégalités s'interprétent aisément dans le demi plan [T , T =0) : le
point de coordonnées (T . T ) doit se trouver dans la réeion Hachurée liminée par

trois cercles appelés ﬂerclps de Mohr (cf. Fig. 5). Ces cercles admettant 1°4xe

des T comme diamétre sont denx & deux tangan®s ; les abscisses de leurs points
d’ intersectlon avec 1l'axe des T sont précisément les valeurs des contraintes nor-

males principales.

si o, = 0, # Oaa 1'épalité (103) écrite pour f(E) = (5-01)(5-03) montre que

le probléma n'est possible que si

2
Tt + (Tn 01)[Tn Oé] 0
le point fipguratif dans le demi plen (Tn, Tt? 0) doit donc &tre sur le cercls dé-
fini per catte équation.

Enfin si 61 = 02 = 03 = s, le probléme n admet de solution que si T =5 et

Tt L tlu.*u¢: sti*Lqu; ;gakru*mkl / ym;hm¢h. \J d&chLeu s 22550

3.7. Maximum de la contrainte tangentielle. *
L’'étude précédente est spécialement utile pour détérminer'la vdleur maximale de
1a contrainte tangentielle qui est la plus dangereuse pour les structures. Si

<€ <
c& 02 oé alors

+ ..ag-a
T |= R ¥
"] :
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3

La contrainte normale &tant alers

Cette valeuran, T) &tant atteinte pour les directions définies d'apreés (104)

t
2
et les relations analogues en n22 et n3

_ . |
(106) n = n, = 3 ;- n2 0

Ces dinections sont celles des hisscetrlees de 0'angle ox,, ox, foamd por fes | E {|
doux, Airpatiess princtpcles connespondant & 2a. plus orande et La plus petife des ;‘t )/
valfeurs provnes de B en 0. '

Rerangue 12 +  U'ordre des valeurs propres 01, 02, 03 n'est pas nécessairement le

méme en tous las points d'un m@me corps. La contrainte tangentielle maximum est

- alors donné par la formule plus rénérale.

lo,tx)- o (x)]
(107) Sup I?tl = sup max ‘ 1 d
x& S xeS (1,1¢{1,2,3) 2
n

H - Exemples Remarcuables.

3.1. Tenseur des contraintes sphérique (Compression ou tension uniforme).

® 209 8 0 00 @19 e a0 0 8000090800000 00RPESOSe0000000000000s0s008080800a0O0TS DD

(cf. figure B« a),
‘ C'est le cas ol, au point considéré le déviateur est nul : les propriétés
suivantes caractérisent ce cas rcarticulier : '
> > ->
. Le vecteur T(M,n) est celinéaire & n.
. La duadricue des contraintes est une sphére.

. Les contraintes normales principales sont égdles
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3.2. Tensecur des coentraintes uniaxial (traction simple ou compression simple

'lll'l"l‘IQ."!...Il.Cl!..ll'lllllll‘ll'.‘ll.lIl'lll'I'l.l...llll'll'l

dans une direction) (cf, fig. 6. b).

e e ® 08 500w v . a0 80
,:*i;,m.;;';
A

Par définiticn le tenseur est uniaxial dans la direction des x%-si. au

point considérsd, toutes les compesantes 0., sont nulles & 1'exception de 011-

- ij

. St 011 >0 & est un tenseur de traction simple

.8t 0,<0 $  est un tenseur de compression simple.

<> > .
On vérifie immédiatement que T(n) est colinéaire & 1°axe des X, et que =i

+> > -+ >
n.e1 = 0 alors T(n) = O

. ~
| . MVWFW»&"’"{ A XL,

" : ]—:‘ z ?‘%‘“7 ANy die
: 5," v o f
— = < L ArllALLA A
. ﬁ i . l . \N .l et O Lo
. Sk & : o3 e Qo awitoco .
N ‘1
_ ‘ N s
. @ N
(a) (b) ' (c)

Fig. 6

Propos.ition : Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un tenseur des con-

traintes E»soit uniaxial dans une direction &t que ses deux derniers invariants

élémentaires ZII et .EIII soient nuls.

En effet dans un repére orthonormé admettant cette direct;on pour l'un. d=s

axes, lamatrice image du tenseur est diagonale avec un seul termz non nul ; le

polyndme caractéristique ayant deux racines nulles (cf. calcul tensoriel p. 21 )
est donc réduit a

-02(0_21)=0. d'od %::D:Ea

3.3, Tenseur de cisaillement simple dans deux directions orthogonales.

Le tenseur ¥ est un tenseur de ciseaillement simnle daqs les directiong

+> > ;
i 31’ i = O 6. e).
e,» €, si tous les o 4 sont nuls & 1l'exception de O, , = 0,, (fig.6€. c)
> ' > > >
Si n est colingaire & e_, on a donc T(n) = O.

3

Proposition 14 1ne condition nécessaire et suffisante pour oue XL soit un terseur

de cisaillement simple dans ce2ux dirsctions orthoronales et qua son premier et son

troisiéme inveriant &lémentairs soient nuls.




En effot dans un reppre admzttant le plan de cisaillement comme plan de coor-
données, tnus les termes de la diagonale de la matrice image sont nulles ainsi que

son doterminant ; 1s polyndmz caractéristicue se réduit deoc &

et admet pour racines 0 et t /f;;}

Réciproquement si cette condition est satisfeite on montre aisément qu'il

exicte un repdre tel que la matrice image solt de la forme oij = 0, sauf

Glp = Gpl pour p # 1, p et 1 fixés. Ce repére est obtenu 3 partir du repdre prin-
ﬂ
cipal pour une rotation de i, - autour de 1'axe oxk ;s K#p, K#1L.

¥.4, Tznceur des contraintes planes.

Le tenseur & est un tenscur de contraintes planes dans le plan x,3 = G, si :

t ag = O = @ = — 6. .. 6y [ .
(106) - 23 a3 ™ 0 (7 fpas b3y Boss6sc

-» -+ > >
Si n =25t colinéaire a 83 alors T{n) = 0 et tout vecleur contrainte est psral-

1gle au plan x3 = (0,

Fronosition |5, Une condition nécessaire et suffisante pour que ¥ soit un tenssur

de contraintzs plancs et que son déterminant ZIII coit nul.

En affet dans un repére admettant le plan de contrainte comme plan de coor-
denndes, 11 est clair puisgue 1 ligne (et une cclonne) est nulle gue le déter-
minant 1l'est. Inversement si ZIII = 0, le polyndme caractéristique est réduit

a

2
.0 (0t .k O L -
( I + II) 0

’
ce qui mantre gue 1'une au mrins des contraintes normales principeles est nulle,

soit 01 et sous la forme diapcnale le tenseur satisfait donc

G - g = (s} = 0 C.q.'F.d-

4.5, Combineaicons linéaire de tonseur drs centraintes.
l."ll.l.l.'lllllll&l-'lICQ’I‘.l('Ill‘l.l.lll,-ll

>+ >
Vu le caractére linéalre de 1a transfermation n + T(M,n), on peut, Etant

0

™ 8

va g

donnéd cdeux tensours de cortraintas en consinérer leo tensour G286 contraint

ioon lindaire.

anu Por supavoosition g nlus eépdralemont par
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Pinsi le tenseur %L peut toujours &tre considéré comme Je résultat de 1a.s@
perposition de trois tractions ou compressions simples dans les directions princi

pales.

Le cisaillement simple dans les directions oX, et ox, peut étre considéré
cormme la superposition d'ure traction dans la direction ox'1 et d'une comprescicn
d'intensité opposée dans la direction ox’z, ox'1 et ox'2 étant dirigés suivant l2J

bissectrices de (0x1, ole.

P L
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CHAPITRE IV : DEFORMATION - VITESSE DE DEFORVATION.

1 - Objet du chapitre.

. Pour obtenir 1'ensemble des équations et des conditions qui permettent de
décrire et de prévoir 1'svolution d'un systéme en mouvement, il faut compléter 1'igp
formation donnée par les lois de conservation ds la masse et de 1a quantité de mov

vement avec :

D'une part, la loi de conservation de 1'énergie que nous étudierons au cha-

pitre suivant.

. ) D’autre psrt des lois expllcitant le compovtement des différents milleux, _
lesquelles seront évoquées 3 la fin de ce cours et reprisas en détail dans les en-

seignements respectifs de mécanique des fluides et des solides.

Pour parler de lois de comportement, i1 faut cependant au préalable avofr

fini toutes les notions de bases nécessaires :

L'introduction du tenseur des contraintes nous a deja permis d'écrire, grace
aux deux premizres lois de conservation, certaines relations existant entre les ef-
forts extérieurs appliquées & un systéme S et les contrainteé intérieures qui en ri-
sultent (cf. (73) ou (75) et (83)).

A lzur tour ces contraintes interlaures provoquent des déplacements, & pricri
différents pour chaque particule, ce qui engendre une déformation du systéme S.
C'est donc & 1a manidre de caractériser la déformation d’un milieu continu, que acu

nous intécessercns dans le présent chapitre.

Dans le paragraphe 2, nous mettrons en évidence les notions mathématigues
caractérisant les allongements, dilatations, rotations 3 1'ordre infinitesimal.
Cela nous permettra de définir au paragraphe 3 le tenseur des déformations pour ic
quel nous donnerons entr'autre une expression linéarisée. dans le cas des petitc$
" perturbations. Le tenseur des taux de déformations introduit au paragraphe 5 sera
nous le justifirons, un bon outil pour caractériser la déformation de certains ri-
lieux et en pai‘iculier des fluides. Enfin, un rappel de calcul tensoriel, Joint &
ces nouvelles notions, nous montreral’utilité des équations de comptabilité en méc
nique des milieux continus et nous donnera une méthode pratique d'intégration paur
déterminer les déplacements ou les vitesses a partir respectivement du tenseur des

déformations 1inéarisées ou da celui des téux de déformation.

2 - Transformation lindaire tangente.

2.1. Iptroduction.

sevseB0s 08B

"On dira que 1'on peut décrire la déformation d'un milieu continu en Pﬂ €

les instants O et t si, étant donnés deux vecteurs infinitesimaux Quelzonquis
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M et 6Mqﬂd'ovigine M 3 1’instant tg, on peut calculer les longuaurs {cM ) &&
— — -
Gmf et l'angie (dM_, 6Mt) des vecteurs correspondants a 1'instant t. (En Falt Lot
- - ) . .
vecteurs dMo et 5M0 se sont défcrmés entre les instent O et t et l'on assiwils

leur déformée respective & un nouvezu vecteur infinitesimall.

Reprenons donc la description Lagrangienne p. 4 :
X = Gfdtg. o, t) = ¢ (a, t)

et posons, comme & la page 9

axi
(109] Fia-g E—-= ¢i,a
a
*e
On a alors :
(110) ' ‘ dxiﬂ Fia da_a s

La matrice Jacobienne F est 1'image dans le repére choisi, ds 1l'applicacion
—t :

linéaire tangente qui au vecteur infinitesimal dMo de compcsantes d%! assozie

_vecteur,

—e

: ' - - o ’ ‘
(111) dM_ = Fla,t) dM ~ de composantes dx,. = F (s, A

Cette application, définie en chaque point, ast donc représentée par un Clvng

de tenseur [Eﬁappelés tenseur gradient de la déformation en un point. t €tant joup

posé fixe, nous nous débarasserons de 1l'indice t pour alléger les notations ; s

avons alors

(112) dfi . oM = dx, 8x, = Fyda,  Fi Sap

soit en posant :

- 'est-a-di C=r
(113) : CuB Fia Fiﬁ c'est-a-dire | | fF I

= - )
(fFI = transposée de [ ; cf. calcul tensoriel p.” -)

A
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: -
2.2. Calcul de 1'allongement relatif de ldH ' entre les instants O et t.

llcl.aolloucli-o.--o-nlol-ltn-lotlllltll-.lnl!l-.chul.nla-ll.ninl!

Posuns .
) ->
i 5 ,  aw
ds® = |ar?f - et n° = — :
- Jame ]
(115) -
."}
" % dM
ds = !dMI et ns= —x
i fam |
‘ N R _
et supposons dM® = &1° ; alors nous cbtenons & partir de (114)
A IN . ., o 2__ . o : (] © 2
' _ (ds)™ = CGB n°y Mg (ds®)

FF est non dégénéré (det F # 0) puisque 9 acmet une fonction réciproque Y tef 3,

=
P

€ est donc symétricue, ncn dégénéré-et positif (cf. calcUlvtensoriel'p. 27. lemm=2 %

ainsi
2
. ds | ’
i | (——-) - ey = e
ds® v I

en designant par C la forme quadratique associée 3 € et en posant :

(117) . MB"H = +/Cne) = »/cm:3 n°, n°g

-)O r) . . =¥
Mn°) est la dilatetion en No dans la dirzction N, et

ds - ds°

(118) &ne) = AMA°) - 1 =
T ds®

>
est 1'allongement unitaire en MO dans la direction n°.

{ Ekg)est appelé le tenseur des dilatations)en &.

R -

2.3. Calcul de 1'angle (dﬁ; &1} connaicsant 6 = (dﬁ;,é ﬁ;]. . i

(119) dif. & = cos 0 la¥| |#] = d'od



d.PT 5.2{ C ,da_, 6a C ,n°. V, ds® &s° 31
cos 0 = T JeBa B o o 8
!dm | G‘—’;'I ds &s ds 8s
> >
- - 5 M 3 &M
en posant 8 = |&'l| , &° = I&ﬂol , WV = et V= -5— ; ains/
' ' l&m, | el
| CuB noa \’OR 93[;0'.\))‘0)
(120) cos O e ~ = =~ =
’ A(n®) A(V°) A(n°)A(V°)
~

= -+ > > = .
€ (R¢, W) étant la forme blllneaire associce 8 € :€@(n,V =n CV

Reranques 13

1) Nous avons vu que Mn°] représente la dilatation en M dans la direction
<>

o
ne s si le corps se déplacec sans se déformer alors : )\ (n) =1 V¥ n 3 ceci s'écrit
encore '
Y .
= ’ -D -
CaB Nne Mg . 1 VYV nc'est é’dire
P 6 - -)
i CaB Nng Ng = 0B Ng ng Y n
->
soit (Cog ~ 60&8 ) ng ng =0 Vn
d'od finalement C=1
€ caractérise donc bien la dilatation. : Ca )
1i) Si 1'on écrit & partir de (120)
' c n® Vv
w
(121) "= - 6 = Arc sin of o B8 .

2 A AP )

on voit que 1e premier membre de (121) représente, si he et 3° sont orthogonaux,
1a variation de-1'angle formg par ces deux directions, orthogonales dans ieurs”

positions de référence (t=0) lorsqu’on les considere a l'instant t. Ainsi

w
->
— - 0 caractérise le glisaemenc des deux directirns orthogenales ne, Ve,

2 e




On posera en général :

1 C.anN®y Y
e >
Y¥n°, V) =— Arc sin ~—(}-§——-—0i-—_;7-§
2 An®)A (V)
¢ . —)o - . i
et y{(n°, V) sera eppelé glis ment moyen de ces deux directions en M . On aura
->

ainsi par exémple si les k (1 = 1 2 3) sont les vecteurs unitaires cu repére choisi

> > 1 C12
Y(k_1. kzl = — Arc sin —
2 11 ¥ C22
C .
soit sin 2y = — 1_:_2___
: /c,, /C

11 22

c caractérise donc encore le glissement.

3 -~ Tenseur des déformations.

eapesesascasear e s 0l

3.1. Définition.

La remarque 13 i) nous incite & poser

(122) XaB = -; (Cog - 6&6 ) soit encore §= ;(

o
. @
Qi

ce qui entratne en particulier.

(] ]
cos 90 + 2 xag Ny Vg

cos © = -
AR°)  ALV)

Si le tenseur X (alde composantes Xug ; dans le repére QEL est nul, alors

1) d'une part, les allcpgements unitaires en M sont nuls dane n*importe quelle
direction puisque E[g]= 1 implique ds = ds° et A(R®) = 1 v R°.

41) d'autre part cos 6 = cos Bo ce qui)paf raison de continuité’implique
6= 6, S :
O . .
I1 n'y a donc aucune de déformation en a et pour cette raison Egﬂest appelé

tenseur des diformaticns.




: N dérive d'une geseription de Lagrange, ses composantes sont

d'eilleurs exprimeées &4 1'aide d'indices grecs s pour la distinguer d'autres tenseurs

ves déformations que 1'on aurait pu introduire;, on 1'appelle quelcuefois fen,nur

B s

r

des defarmations Lunranwp cu ca Green.

3.2. Directions principales de déformation.

Les tenseurs C(a) et 3 (a) sont symétriques donc possédent un repadre prin-
ciP2l orthonormé et trois valeurs propres réelles (cf. calcul tensoriel p. 23). Il
est immédiat de voir que les directions principales sont les m&mes pour les deux

tenscurs, on les appelle directions pr1nc1;ales de déformation en & .

e, ). les vecteurs unitaires d° un repére principal de défor-

Soit donc [91 gé,

-m?tion en a. Les valeurs prorrns correspondantes de E(a] sont e (31), A2(92)

Az[gél. En effel : ceci est un résultat général sur les tenseurs, soit : un vecteur

propre unitaire pour le fenseur T et P la valeur propre correspondante alors :
-+ +>
u u

= - -+ -+
ar =u pu= p-=Qu), valeur en u de la forme quadratique

-> -+ -
Jei, d'apres (116), on a bien lzteiJ = C(ei) = valeur propre de € associée

Y

3 3 -’
a la direction principale e, d'od 1la

ce

Dédinition 13 A[e Xy A(e Yy K(e ) sont dppelees dilatations EFlﬂClEB]BS4§“ M

sont les lon,ueuru respcctlves des vecteurs d1, d2‘ d3 transform2¢ de e, ®
dans la déformation entre les jnstants O et t. v b = Mea)da®=Meqjfc

3

0 »
e

2’ 73

| > -+ - -+
i meus chudslssuns ewpord Ol 8, @l M= ©3 (i#3) dans (120}, nous
trouvons 4 . , !

J e .e
,1,1,,_ . %
. 0 puisque €y sj sont orthogonaux

f

cos 6 =

>
Aig) Afte.)
i J

- -

-+ -> -+
ce qui montre que le repére (d1, d2, d3] est encore un repére orihogonal.

Les valeurs propres de 3 en M sont

. 2
(123 K, 8 »== é- (e,) ~ 1) ,
= 2

et d'aprés (1165)

5 .

: (de1? - (ds®)° - N

(124 - = Z X, dans la dirvestion ei

(cis®) *

>
pour la direction ¢ .
™

- .

2.2 \’ "~ " ¥ o a - > -
51 X,> 0 on @ donc une

oe L e 3oyt on e

PR
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cZformations en fonction du déplacement

l-tlt:llnl-.!ltllll.!llll.ll.'lub'lll!ell

et lindarisation.

evet oo sauvLEerOED

. >
Si 1'en introduit le vegﬁﬁq;w¢éplacament“p(No) de la particule qui était en

Mo a3 1tinstant t = 0, on a

~
S

&
c
i
x
t
o

w

i i Qa ol

4 § . =y s 618. (car a, g= 6dB )

N
]
X
ke2)
1

dich finalement

1

=y Eu(y"a + Usﬂ + Ui‘a Ui,s]

2

(125) X

Le tenseur des déformaticns s'exprime donc de fagon non linéaire par repport

aux dérivées Lagrangiennes du déplacement.
- . -
Cependant, dans de nombraux cas de mécanique des solides, les déplacements U
varient teés lentement lorsgu'eon passe d'un point Mo % un autre ; dans ce cas, les

ug ,sunt petits gl 1l'on peut négliger dans (126G} les termes quadratiguees 5 on cb-

5~

ti=ant alors le ienseur des déformatinns linéarisé

~
-3
N
'

<
s

utilicd en particulier en glasticité classigue.
o
c,.r .. vie .
Si 1'on ddsigne de par £ (U) licpérateur differentiel, portie

prishati

syrétrique Ju tenseur grad U (cf, calauyl tensoriel p. 30V on @
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4 - Tenseur des vitesses [(ou _taux)de géformation.

.....

. I1 existe des milieux & mémoire infiniment courte qui oublient en quelque
sorte 1'histoire qu'ils ont subie dans le passé pour ne retenir gque la déformation
entrain de se produire ; les fluides par exemple appartiennent a cette catégorie
et comme les déplacements de leur particule ne pourront étre considérés commg va- .
riant lentemcnt/ On aura evantage dans ce cas é caractériser la déformation par la

variaticn 1nst;n*“P:e du produit scalaire dﬂ Gﬂ ; étudions donc :

3 3 o
—dneh = (— d.r?). sﬁwﬁ(—a« 57)

at ' X ot 7
A?—. _3. 9 ? ,?Xi. avi
. dM B e— c!xi = e | —— daa = —— dag *= dVi
ot f ot o ot %a ,%a
o - = Bvi avs
‘ainsi — (dM.6M) = —= dx S, + =i fiRy ©X,
ot axj' axi

.

v v '
=(—-}- + -——j-> dxj Sxi s 2 eij(-\h dxj Gxi
ij axy ‘

Si bien que le ténseuréf W) qui caractérise la vitesse des déformations est

appelé tenseur des vitesses(oulfga;)de déformation ; ceci se justifie d'autant plus

QUEJ? (7) = 0 correspond (nous 1l'avons vu en calcul tensoriel p.32 ) au champ de

vitesse d'un solide indéformable. Les composantes'de ce tenseur des taux de défor-

mations sont données par

' =1 * u
(128) eij(V) > (Vi,J vj,i)

5 = Détermlﬂatlon des champs de déplacement ou de vitesse.

- 5.4, Relation de compauabilite.

Nous avons vu en calcul tensoriel (p.34) une condition nécessaire et suf-

-fisante pour que 6 fonctions scalaires Dij tellea que Dij = Dji‘ soient les com-
posantes de la partie paire d'un tensaur grad x c'est-2-dire pour qu'il existe au
moins un champ de vecteur X tel que ’

. o
nij > txi'j + xj,i) 3
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cette conditinon s'exprime- de fagon pratique par 6 relations scalaires 4

(129) BOyy + 0 45 Dyt 0jy,14 = O

appelées relations de compatibilité.

Ces relations en recanlque des milieux continus nous a«surercns doncfl'exis-
tence d'un champ de déplacement U ou d'un chemp de vitesse V a partir des données
respectives d'un champ de tenseur possible de deformatlon §fou de taux de défor-
mation i

> >
I1 n'y aura pas uynicité mais U st V pourront étre déterminés & un champ de

moment arbitraire prée ; ce champ de moment nous importere peu pour 1'étude des df-
formations pures car pour 1'intégration de Xgug i1 correspondra a un chemp de dé-
placement de solide indéformable (¢f. paragraphs 3.1. p. 52 ) et pour celle de eij
a un champ de vitesse ce solide (cf. paragraphe 4 ci-dessus).

> ->

5.2. Méthode pratique d'intégration pour U ou V.

l'll..l.llll.ll'lQlllll‘lllll'll...l.l.l-

Supposons donc donnés B fonctions ij telles que € ij € 4 et vérifiant
les relations de compatibilité +1e champ de vecteurs correspondant deplacament ou

vitesse est obtenu ainsi

| . | |
U g = G T Ul X g T I 61&+ X0 Xg) B ¢ Pyl %g)
o R
2 ¢ 4
E ezz[x"‘ g. xs) dg + (+2(x3: X1]

X

3 .
u =y = ug (x4, xz,-xa] = L §alXqs Xpe E) dE + (Patx1, X))

U2 92 =y Uplxgs Xps X3)

3,3

Uy ot Upq " 2 81;f> CP1’2[x2,‘x3] + (P2.1(x3,.x1]"-F3[x1, xz,.x;l
Uz,3 * Y32 7 €57 1‘02,3("1' Ryl CP3 Sxqr %) = Falxge "2 %g)
.u3.1 tuy gt 2 6152) q73;1(x1, x2) + 9P1 3[x2, x.) = F (x ) Xps Xg )
les F1, Fz. F3 stant connus. R

->
L'astd&e consiste alors & chercher un vecteur aussi simple que possible TN

de composantes rlitlexk] , LAJ#K tel que si 1'on pose |



g1(x2. x3J = LP1(x2, x3]vf n1[x2,1xi] 57

gZ(xS, x1) = CPztxa’ x1l + n2(x1. x3)
g3(x'x)=(-P(xtX)+n(X,X)

alors =0

81,3 " Bj.1

-5
Nous savons alors que g est un champ de moment (cf. calcul tensoriel p.32]
et comme, nous l'avons vu, la solution gunerale U ne peut 8~re connue qu'a un champ

de moment pras, il n'est pas nécessaire d expliciter g. Ainsi $

1 ° .
u1[§) = IO (E Xpr Xg ) dC = n1[x2. x3) + g1(x2, x3)
X0 - v
uy(x) = L [x » B %3] d€ - M,lxg, X0+ 8o (xg X,)
X3
u3(§) = J (x » X £) d& - n3(x1, le + g3(x1, le
0o

Si des conditions ahx 1imites sont donnéas, 1l suffit alors_dé se rappe}er
que la forme générale d'un champ de moment est
-+ -> <> > - o
= = + n, ',
glx) = glo) + QA x, Ky (gi €y xk] 1

LR 4

les g, et Qi étant des constantes.
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CHAPITRE V PIITSSANCE DES EFFORTS INTERTEURS. CONSEPVATION DE L'ENERCIE,

-1 - Objet du chapitre.

11 s'agit maintenent d'exprimer la troisigme loi de conservation qui s'appliqu
3 un milieu continu en mouvement : " la conservation de l'énergie ". Pour.formuler
et exploiter cette loi, il est nécessaire au préalable de définir ia puissance et
le travail des efforts intérieurs, tel sera l'objet du paragraphe suivant. Le troi-
si2me paragraphe sera consacré & la loi de conservation de 1'énergie : encore feu-
dra-t-11 commencer par introduire-des notions nouvelles comme i'énergie interne ou
la chaleur regue par une partie du systéme. Uns fols la loi énoncée, il sera aisé

gréce & 1'étude -u chapitre II d‘en dégager les principales conséquences.

2 - Puissance des efforts intérieurs et théoréme de l'énergié cinétique.

I1 va &tre assez naturel d’'évaluer la puissance développée par ies effecrts in-
térieurs comme la différence entre la puissance des duantités d'accélération et 1a
puissance des efforts extérieurs de telle sorte que pour un solide rigide on re-

trouve bien que cette puissancke des efforts intérieurs est nulle ; ainsi :

ki

(129) Ty ™

> > A-r-)» ’ -+-> '
I £Y. V dv - ] f.Vdv -| F.Vdo
s S 3s

Nous allons transformer le second membre de cette relation de fagon 3 1'expris

réellement en fonction des contraintes intérieures.

Compte tehu des équations du mouvement (74) et des conditions aux limites (83}

P .
vV, dv i Vi nj d .

o
(1) ij,3 1 J
S * 9S -

on obtient :

Si nous supposons oij et Vi continiment dérivables dans S, cn peut appliqusr
3 1'intégrale de surtace le théoréme de la divergence (cf. p. 18), cans ce cas on

a alors :

93,3 Vs
S S

dv - . (UiJ Vi),j dv



Mais en vertu de la symdtric des quantitésO® i35’ on a encore

c.,V = 0 = 0 .
ij- 1.] i3 5 ij i3

ol € (V) dPsign°nt les composantes du tenseur das taux de déforﬁation introduit au

P

chepi*re précédent (cf. p. 55) ; en eftfet, la nartie anti-symétriquzs de Vi j

VJ i
donne une contribution nulle

(cf. calcul tensoriel p.31), 2 savoir

. ._2
dans le produit par Oij ainsi
C‘.‘m
g € c
(130) Y g3 Ca5 (V) av
’ AN

‘sera par définition la puissance des efforts intérieurs dans une partle_ﬁj de S deans
le cas ol le champ de contrainte 'é et le champ de vitesse V sont suppos*s conti-
ndment dérivables danséz} . ' '

NDans le cas ol les Uij et V sont contindment dérivables par morceaux Seu-
lement, on cécompcse le domaine en p sous domeinssdans lesquelles cses quantités
sont contindment dérivables et legwtechniques habituelles (cf. p. 13) conduisent

~alors &

. 7 -> 2 . ES ; :
(131) iy ¥ IS °1j € (V) dv ;:p [ E Ti(N) Vi‘ls d
lLg

!

Y

"1

les I, désignent les surfaces de discontinuité séparant les différents sous-domaineg

et[[ ..n 12s sauts & travers ces surfaces des quantités concernées.

Le théoreme de 1'énergie cinétique s’ 'obtient en notant ques grécn 3 la pre-
priété de dérivation narticulaire d'une intégrale prise par rapport a une distri-
bution ce masse (cf. p. 26)

. N .
TR av 4d 2
0 Y. Vdv = — .V pdv= — | PV av
S 5 dt . 2dt s

d'ol, compte tenu de (129], 1'expression du théoréme de l'énérgie cinétique’



bU.

dt (e (i)
(130)!
DD
S(a] et j (i) désignant les puissances des efforts extérieurs et intérieurs
@ [ 334 J FVd
= . T’:. V+ L) V‘
(e) Jg T s
€ [ o, e, @
(1) Jg 13 13 V). dv

3 - Conservation de 1'énergic.

3.1. Enoncé,

La troisiéme loi de conservatidn de la mécanique des milieux continus exprime
la conservation de 1'énergie et constitue le premier principe de la thermodynamique
qui s'énonce ainsi :.

Prerier principe : A chaque instant, la dérivée perticulaire de 1'énergie é d'un

systéme est la somme de la puissance des efforts extérieurs exercés sur le systéme

> L
?i%e) et du taux de chaleur regue par le systéme:Q.

Cet énoncé est valable pour toute partieé{}tﬂ'un systéme S et nécessite

quelques précisions et définitions.

Enehgie ¢ par définition, l'énergietf est la somme de l'énergie cinétique T et
de 1'énergie interne E ; celle-ci pouvant étre définie par une énergie interne

spécifique (cu massique) elx,tl).

Ainsi pour une partiefﬁ) de S nous avuns

V2

[ pPl(e + —) dv
H 2

Toux de chafeur hecue : par analogie avec les hypothéses faites pour les efforts

(131) £ =T - ECD =

extérieurs, i asrmal de supposer que la chaleur regue par un systéme est dus
4 des effets o Erow .t & travers la frontizre - c'esd La chaleur negue pan cei-

duction - et éventuellement & des actions & distance. Ainsi pour une partie .de 3

(132) oD - J q d0‘+'L) rdv ; .
m .

9



ol q est une denslte surfacigue de taux de chaleur recue (par conduction d travers
N ot 3 % - o, 3 . om.
J.)J)) supposé dspendre de.x,t et n vecteur unité de la normale extérieure & 3.l :
. ->
qlx,t,nl.
st une densité volumigue dé&finissant un tgux de chaleur fourni & I)par des
systémes extérieurs a S (rayonnement, roactions chimiques). Nous supposeronsscuvsnt

= 0 mais en general r dépendra de x et t = r(x,t).
Si Q =0, on dit que 1'évolution du milieu est adiabaziquz}

La loi de conservation de l'énergie s'écrit donc :

dg n-{'-\ (]
(133) — =y + 0
dt “ (e)

ou, plus explicitement :

d (2 > > 3>
(134) -—-I v (e + —) dv = (f.V.+.r) dv + Jt(F.V + Gg) ©
it 2 D : 94

I1 s'agit bien d'une loi de conservation de type (22) ei 1'on pose

s .V2
(135) Ch = ple+—)
2

> >
& = - (T,v+q)=-(V + q)

i 011 Ny

> >
A =fVs+r

3.2. Vecteur courant de chaleur.

e
La quantitd © dépend de n ; la proposition 9 p. 23, compte tenu de la remsrq.c
6 p. 25, nous indigue qu'en fait elle est une fonction linéaire des composantes ny

par suite il en est de méme de q et 1l'on peut poser

->
qlx.t,n) = - qitg.t) ng

> —
q(x,t) est appelé :(vecteur cowrant de chalewr.

3.3. Equation aux dérivées partielles.

L'équation (436) prend ici la fcrme : _ _ ;
. . :

9 V2 v2 A
— -_—) - g = ’
5-;- Ple + " )+ (P Vi(EZ + ) ) VJ i3 + qi).i fi Vi +r
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En fait on peut simplifier cette relation en tenant compte du thé&oréme de
1'énergie cinétique ; soustrayons en effet (130) de (133), il vient compte tenu de

(131)

dE . A

——— B Q - ‘fJ(i)

dt :

qui, aprés transformation de 1'intégrele de surfece de (134) en intégrele de vo-

lume et application du lemme fondamental ; conduit a

de ,
(436) p—= 0,,V

- P i
dt ij l'i, 1,3

+ o € (3)
T =9%35 ®13 %.,1

3.4, Equation aux discontinuités.

9620 00008 a8 0080 en0Ss 9D OB0 00

En tout point d'une surface de discontinuité I on a, par application de (50)
- V2 ;
(137) } [L pule+ ;—-J - Ti Vi +a, Nih =0

-
-

On peut remarquer une fois de plué que caule intervient la vitesse relative V
du milieu par rapport 3 I . En effet, Pu = m étant continu 3 travers Z (cf. pro-
position 12 p. 28) on peut sortir m du signe[ :l) et écrire :

-mfl v, vi'ﬂ=m[u; ulls2mu ]l VT

si ;?désigne la vitesse de 1la surface de discontinuité. De plus d'aprés (81)

RAZL LTU )h W\\LT u” wiETi]:i]- 1+m { I

aprés substitution dans (137), on obtient

[ouc -2 J-o
;pu[e*'-z—-)'TiUi*qiNi. =0

et en particulier si 1'évolution est adiabatique
U2._
I
2 ;

—~—

;mlfe

l
R Uill o

Si de plus m = O (surfece de contact cf. p. 35) T est continu et U est tzngentiel
(cf. p.'28) ; i)l en résulte, puisqus [ Ti U;n = 0, que nécessairement la contraints
-+ — . .

est orthogonale & la discontinuité de U.
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3.5. Conditions esux frenti2res associées,

Pour appliquer les développements‘du paragfapha 11.4.5. p. 24, on est conduit
3 admettre une transmission de chaleur fournie par 1'extérieur 3 travers la fron-
tiére_ 9S, définic par un taux de quantité de chaleur surfacique W qui est selon

les cas une quantité connue ou incennue.

Dans le cas particulier d'une surface libre Fi = oij nJ = 0 et par suite (53)

p. 25 montre que sur cette surface

g=-gq n = ®

N

-

,. Si la frontizre 23S est une paroi et si |! désigne la vitesse relative du milieu’

par rapport & la paroi, on doit écrire sur 23S

q=-qg; n =w-F Uy

car la conditicn (53) conduit a

q + Vi T, = W+ Fi W

i i



CHAPITRE VI : LOIS DL CONFORTEMENT

1 - Objet du chapitre.

Les équations (56), (74) et (136) qui traduisent les lois de conservetion de
la masse, quantité de mouvement, énergie,consitutuent au tctal cing relations sca-

laires pour quatorze fonctions inconnues qui sont

i) . 1les six composantes O, du tenssur des contraintes

ij

1i) 1les trois composantes de. 1a vitesse Vi (ou du‘déplacement)

v 1ii) 1e censité p ; l'énergie interne e, les combosantes qi du vezteur couraat

(ou flux) de chaleur.

D'un point de vue mathématique il est bien improbable que 5 équations puilssent

détermingr 14 fonctions inconnues.

D'un point de vue physique les lois énoncées sont valables pour un qualcongue
milieu continu, liquide, solide, gazeux. Si ces équations suffisaient & déterminer
le mouvement cu milieu, cela impliquerait que, soumis & des efforts identiques, des

- milieux continus‘liquides ou solides subiraient les m@mes mouvements, ce qui est

. trivialement faux.

I1 en résulte donc que les lois de conservation, dont le caractére est univer-
sel, sont insuffisantes pour étudier les mouvements des milieux continus. On doit

les compléter par des lois dites de comportement spécifiques de chaque type de

milieu.

On aura ainsi les lois de comportement des milieux élastiques, des fluides

visqueux ou non, des matériaux plastiques, viscoélastiques, etc «..e.

L'otjet de ce chapitre est de présenter quelques unes de ces lois quil ont pour
but d'exprimer les efforts intérieurs, c'est-a&-dire le tenseur des contraintes, en
fonction de la grandeur mathématique la mieux adaptée pour décrire la déformation

du milieu concerné.

Ne pouvant @tudier en détail, faute de temps, les principes générsux auxquels
doivent satisfaire les énoncés des lois de comportement nous nous contenterons de
les éVoquér briévement dans le paragraphe suivant dans lequel seront agssi données

quelques définitions générales.
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2 - Principes génfraux et définitions utiles pour 1l'éncrcé . . des lois

de comportement. i

Le mouvement de S est décrit dans un re?érentiefi?ununi d'un repére cartésien

orthonormé.

Soient x = ¢(a,t) et y = &¢(b,t) les positions & 1’instant t des particule

qui étaient en a et b & 1'instent origine.

Soit z(g,t] la matrice, image dans le repére choisi du tenssur des con-

traintes au point x & 1l'instant t.

2.1. Dépendance du passé ou principe de Causalité,

l.olcllll.llo'ooulllll-nllllllinlnll.l.ltl!i'

Le tenseur des contraintes iz(g,t) ast parfeitement déterminé dés yue 1'on
connait le mouvement du systéme jusqu'd l'instant t, du moins si le milieu n'est

soumis & aucurne llaison interne

| -~ |
(138) £(a,t) = §& {a.t, ¢(b, 1)}
T &t
be s

2.2, Principe de localisation spaciale.

Seul le mouvement des particules voisines de a influe sur le tenseur

I(a,t). Ceci, compte tenu de (138) s'exprime par :

(139) L(a,t) = & f{a,t, 6(b,T)}
| TSt
be F(a)\ s

> (a) désignant un voisinage de a.

2.3. Principe d'indifférence matérielle.

lll..l.ll.ll..I‘.llllll.lllll.l'l"

La fonctionnelle\‘F est indépendante du rsﬁérentiel 3 en particuligr, elle

ne dépend pas explicitement du temps

Tla,t) =¥ {a, ¢ (b,T}



2.4. D& 1n1t1un diun milieu homogane.

ll'lllll‘.lll"l'l".lll'l.l"l
& :
Le milieu &tudié est dit homogéne si la fonctionnelle ;E ne dépend pas

explicitement de a.

T(a,t) =°F {4 (b,T)}

T <t
be Ta) N s

2.5, Définition d’un milieu isotroge.

Le référentiel S\ stant donng, si 1'on effectue un changement de repére,

la fOﬂCthﬂhell;&t permettant d’ exprlmer L change de forme.

On dira donc que le milieu est isotrope si le fonctionnelle exprimant z

est indépendante du changement de repére.

.3 - Exemples de lois de comportement.

" 3.1, Elacticité linualre. A

On y decoupleges effets de déformation des variations de température.

La relation contrainte deformatlﬁn st supposée lineaire et s'écrit donc

3 1l'aide d'un tenseur du 4éme ordre dépendsit en général de la particule ccnsidérés

(140) %55 = 3 5kh SKD,IUJ | A

Les composantes du tenséLu~ﬁl.(4) ou nombre de 34 = B1 sont appelés coef-

Sv—

ficients d'élasticité aijkh et satisfont les relations suivantes @

(144) 8i5kh © 2jikh T 21jhk

grace a la symétrie des tenscurs {Oij} et {eij}

(142) aijkh = akhij

(143) : 3 o constante positive telle que

> e, .}
253k E1j Skn > * B15 Fiy v {eg

dues 3 des considérations énergétiques.
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(143) implique 1'inversdsilité de (140) d'ol :

(144) €,.(u) = A

od les coefficients Ai' satisfont (141) (142) et une insgalité du type (143) nour

jkh
laquelle on peut choisir la méme constantes/ .

_ du
Les relations (140) et (144} étant linéaires par rapport aux . 1 , 11 est 1é-
gitime si les déplacevents ui sont petits de linéariser aussi les équations du mou-

vement autour de la configuration initiale, scit :

OD représentant la densité dans l'état non déformé.

La densité aprés déformation est donnée par :

p-p
(146) —=2 = - divu

Po

relation obtenue par linéarisation de 1'équation de continuits.

On remarque que, les déplacements étant petits, lléquation du mouvement porte
sur le domaine occupé par le corps élastique dans son état non déformé. De méme le:

conditions aux limites serontwappliquéés aux points du milieu non déformé.

Il.y a seulement 10 fonctions inconnues & déterminer : Uij‘ V1 et p , et nous
avons 10 relaticns & notre disposition données par (130) (145) et (146) sans utili-

ser la loi de conservation de 1'énergie (136).
Dans 1le caé o0 le milieu est homegdne, les ccefficients a*jkh sont constants.

Les relations de symétrie (141) (142) diminuent déja considérablement le nombre
des aijkh et i le milieu est isotrope ils ne dépendent plus que de gggx constante;j
X et u; grice au théordme des fonctions isotropes (cf. calcul tensoriel : cours )

p.42 et exercice n°® 14) (140) s’écrit alors

= A€ )
(147) | Qij (u) + 2H Eij(U]
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A et ¥ sont les'coefficiants de Lamé et la loi de comportement (147) est

celle de 1'élasticité dite classicus particuliéfement bien adaptée pour 1'étude des

pigces m2talliquesau moine tant que les contraintes ne sont pas trop grandes.

On note que :

011 = (32 + 21) €11(u]

et K =3 A + 21 est appelé module de rigidité a la compression.

Les relations (1453 peuvent s'inveréer én

14V AY o
(148) o gyt = — 04" = 9, 61J ou
o A
(149) E= — &8t V= :
Asp 2(A+u

sont appelés respectivemént module d'Young et coefficient de Poisson.

3.2. Thermique.

esenvecsse

C'est le domaine complémentaire de 1'élasticité linéaire ; on ne s'intéresse
ni aux déformations ni aux contraintes mais seulement au champ de température en

négligeant les contraintes thermiques.

e,
La loi de comportement (retenue est alors la loi de Fourier

R ot

a6

150) : _ =-K,, —

8 désigne ici la température et k,.} un tenseur de conduction de chaleur.

ij
Si le matériau est isotrope :

%

K..=k 6 avec k >0 3
1a loi (150) devient alors :

(151) : q. = - k — _ ‘ :
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Si on suppose de plué que 1'énergie interne du matériau est donnée par
(152) e=0C8,

avec C ccnstante dans la plage ce variation de 8 . (la représ entat;on (152) n'est

gvidemment valable que si 6 ne subit pas de trep grandes varlat¢ons)

L'équation de 1'énergie (4136) s’écrit alors :

% 3 . 20
5 FUSISE ) —) =
(133) OD‘C il [Kij axj) r

>

et nous suffit théoriquement 3 déterminer 1la snulé inconrnue qui nous intéresse a sa-
-voir la température 0(153) est appelée "Zquation de La chaleur ou de La difgusion”.

3.3. Fluidss proprement dit,

C’est un milieu dont la loi de comportement est de la forme:

(154) o T e K@)

od K est une fonction du tenseur & des taux de déformation ; cs milieu est-donc &

mémoire infiniment courte.

Le prihcipe d'indifférence matérielle implique que K, dont les valeurs prises
sont des tenseurs du second ordre symétrique, soit une foncticn isqtrope-(cf. calcul

tensoriel p. 41 ).

La relation (154} a donc nécessairement la forme :

= = 7 . te €z g— Bz
(155) =K (Enn III] 7oK S B € ¢ Ky A E
%i':iI'CiII étant les invariants élémentaires dedt gt K1, Kz. K3 des foncticns a vg-

leurshscalaires'de ces invariants.
| MBolriino
Un fluide est ditlclassique si dans tout repére, les composantes 0'14 du ten-

[ —

seur des contraintes sont dPa Foncbions linéaires affincs des composawtes sij du ten-

seur des teux de déformations.

On dit qu'un tel fluide est pgrfait si le tenseur des contraintes. est indé-

pcndant des taux de dbformétlor;.(zSSJ nontre alors que nécessairement le tenseur o g

contraintes est sphérique ; on peut 1' é;rzre

(156) : T=-p 1 soit Oy =P Gij

ol p est la pression du fluide.
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par analogie avec (158)

(157) T=-p1 +T soit Oy =P Gij * Ty

'E:(de composantes T, ) étant appelé ie tenseur das cohtraintes visgueuses.

ij
La lingarité de K impose que :

(158) TiJ =.A 811,§ij + 21 EiJ

. + ' *
si le fluide est incompressible ; diy \ A eliﬁ- 0 ; la lci de comportement

s'éerit enfin ¢

(159) o, ,=-p 6.+

1 4, Conclusion ¢

e gl

Les exemples de lois de comportement donnés ci-dessus ont été choisis parmi
les plus classigues mals nous aurons 1'occasion auy cours d'enseignements ultérieurs
d'en rencontrer de pius &laborés : les matériaux plastiaues dont la caractéristique
est de posséder un "seuil de contraintes (au dela duquel son comportement change).
Les milieux viscoélastiques (c’est-a-dire avec mémoire). Les fluides non newtoniens

(le sang par exemple) les matériaux composites, etC.as

La science qui s'intéresse a 1' glaboration des lois de comportement est
appelés la rhéologie et son objet est loin d'étre épuisé mais 1'ingénieur contem-
porain est appele de plus en plus & faire appel 3 ées résultats cer dans de ncmbreux

problémes la résistance des matériaux, 1'hydrolique et 1 aérocynaniqUu ne suffisent

plus. -

(EIN)



