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FLUIDES PARFAITS

INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE

Première oartie: fluides incompressibles
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ï'--' Intérët pratiQue.~i~'.~" .

~\:\;i'~:'. Ce cours permet de mettre en place des méthodes numériQues
~Ji:; et analytiques (emploi de logiciels de calcul formel)
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FLUIDES PARFAITS

INTERACTIONS FLUIDE- STRUCTURE

lERE PARTIE: FLUIDES INCOMPRESSIBLES

0 - INTRODUCTION

t,

En mécanique des fluides fondamentale, il a été vu que Rour les 2rands nombres de Revnolds, les
problèmes d'écoulement pouvaient se séparer en un problème intérieur (modèle de couche limite)
et en un problème extérieur (modèle d'Euler), ceci dans le cadre de la méthode des
développements raccordés.- - -. -

Ici, nous nous intéresserons au problème d'Euler et à l'étude de l'interaction de l'écoulement
extérieur sur les différentes structures qu'il rencontre.

1
!

Re - ~ l { OÙ Va = vitesse caractéristique- P Il » La = longueur "

Equation d'Euler (Il = 0)* :
~ ~ ~ -7

{ , -t 1 d ., 1 .P y = - grad P + f ou t. est a ~n.sIte vo umIque
des efforts exteneurs

-:-7~ ~ ~ . { ,~ .V. n = Vp. n sur les paroIs ou V p est la vItesse
de la aroi

* Le fluide parfait (Il = () ) n'existe pas dans la réalité, sauf pour l'hélium liquide au voisinage de

0° absolu où il apparaît dans un mélange avec de l'hélium visqueux.

-- - J
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1 . EQUA TIONS D'EULER ET PROPRIETES

-

10 Général ités

On peut introduire la vonicité ~~:~~~ (ou le v~cteur tourbillon il ~ qui représente la

vitesse de rotation locale).

Les équations d'Euler s'écrivent alors:

1.

d V ~ ~ y2 ~ FLvCbLt t~ r f:~i{.

dt+ (ù t\V=-grad(P/p+T)+ f/p (sip=cte) j ,"'c.oMrl-t~~I'blt.

2-

- L'équation de continuité, pour un fluide isovolume donne : ~;~~::;:] et pour
l

~;~i~~ , " ~ ~
.. 0) div 0)= 0

Si on prend le rotationnel de chaque membre, on obtient l'équation de la vorticité :
~
~,
.'" ~
i dO) ~ ~ -:-t l ~ -:1 ~
f "dt + Rot «(ùt\ V) = - Rot f , avec div 0)= 0

l
~

~,
t La source extérieure de vonicité est l R6t 1

- -LEr- -

a) Si les efforts extérieurs sont dûs uniquement à la pesanteur:
1 ~ R~ t -7 ~ d ~ . ~ d ,. d, . 1 . . ~ d= P g ~ 0 f = gra pt\ g , puIsque g enve un potenne SI p = cte ou SI gra pest

Il ' 1 ,~ ~ -:'
para e e a g ~ Rot f = 0

~ 1 ~A l'échelle du laboratoire, g est constant et si p = cte , on peut écrire = - grad pgz si Oz est

dirigé suivant la venicale ascendante.

~ ~
b) Si par exemple le fluide est conducteur, parcouru par des courants j et si B est l'induction

magnétique, les forces volumiques électromagnétiques sont de la forme 1 t\ B.

En général. R6t ( i t\ B ) ~ 0, cette propriété est utilisée pour faire du brassage (brassage
électromagnétique) dans différents procédés d'élaboration en métallurgie.

--- --0
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2° Cas garticuliers

- i

a) Théorème de Bernoulli

- Si ~ = ct~

- ~i l'écoulement est stationnaire (Dennan~nt)

. 1 -+
-SI I =-brradU

l
0 l , . -+:-t 1 -+ Y

n peut a ors ecnre Cù 1\ V = - - grad (P + U +~ )
P -

-:>
V En projetant cette équation sur une ligne de courant (confondue avec

~ / la trajectoire ou la ligne d'émission) on obtient:
h.:: - '"?~ ~<: -+ :-t -+

( -+ V Jil (CùI\V). 't' =0 't' =-

Ivi
- l

, -+ y2-+
donc on a grad (P + U + T ). t = 0

ou si s est l'abscisse curviligne & (P + U +~ ) = 0

cela signifie que P + U +fV;= cte sur la ligne de courant

Lorsque l'on passe d'une ligne de courant à l'autre, la constante varie:

a y2 -+:-t-+
; an (P + U +eT ) = P (Cù 1\ V). n ~ 0

i

~
;
} Dans le cas usuel U = pgz et on définit:

{

P y2= - + Z + -
') (la charge )(1 ~P a -~ -

b ~

Le théorème de Bernoulli =>.Ji = cie sur chaque ligne de courant ou trajectoire (si l'on suit

une particule dans son mouvement sa charge reste constante)
~ ~

i

~l, , n travaille désol111ais il p = cte, U = pgz.

,- a pression motrice Ê est définie par P = P + pgz

~
~ -
~
,

:"

l --
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b) Ecoulements à énergie constante
. .

- Si l'écoulement est stationnaire:

-:, -:-7 -:, ,
(I) 1\ V = - grad (gH)

si ~ = 0 , on dit que l'écoulement est irrotationnel

@

si ""(t)//V (écoulement de Beltrami) j
\Y

alors gtt = cte en tout point de l'écoulement

-:,-:,
La question est de savoir si de tels écoulements sont possibles. Par exemple, si Rot f ;t: 0, il est
impossible d'avoir un écoulement irrotationnel.

3° Ecoulements irrotationnels

-:, ~ -:,
Si (I) = 0 alors il existe un potentiel de vitesse <p tel que V = 2rad- ~, mais <p n'est pas

n~ssairement uniforme (ou ~~~nt) dans le cas où le domaine de l'écoulement n'est pas

QR2
simQlement connexe. Par exemple, l'écoulement V = Q"1e qui peut être produit par un

r
cylindre de rayon Ra, tournant à la vitesse .Q et entraînant à l'extérieur un fluide visqueux. n'a pas
de potentiel unifon11e.

En effet, sur le cercle de centre 0 de rayon RI> RO . on a f V di = 2Jt n .Q R~ . Ainsi à chaque
"

tour le potentiel croît de 2Jt .Q Ro

a) Existence 'écoulement irrotationnel
p'Je""lvf .l lin J'ol,~,,~.ll

~

~--'§!1~-2 et donc dans le cas particulier où "( = - gcid pgz, on a le théorème:

T ~~

'v' Ct (courbe tracée dans le domaine occupée par le fluide) que l'on
suit dans le mouvement (courbe matérielle) la circulation r de la vitesse
reste constante dans le mouvement.

c'est à dire que II~ = ~ ~,Y. di = 01

~---~~t l:"\', ',~' ']-- ,...;:.~t.'~( Î" ( L

~ W -F--t'l

- -~ --~
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- 0

dr d ~ ~ ~ (1 " 1En effet si St est une surface matérielle s'appuyant sur Ct, -dt = -dt ro . n ds c- It e ," t h\ f 0) (

. I"(ok.e. t ) ~

Or le théorème du transpon pour le flux donne

[ ~ ]d ~ ~ <10) ~ ~ . ~ ~di ~ t 0). n ds =l dl + Rot (0)1\ V)+ VdiV 0) n ds

(cette démonstration tient pour un domaine simplement connexe)

~
or div 0) = 0 et l'équation du tourbillon (ou de la vonicité) donne

~
<1 0) ~ ~ 0:-1 ~ 1 dI"'dl + Rot ( 0) 1\ Y ) = 0 (Rot = 0) donc -at" = O'

(si le domaine n'est pas connexe la propriété reste valable. Pour cela on calcule ~ f V."di en
Ct

revenant à uItconfiguration de référence)

. Il s'ensuit le théorème de La "

Si à to l'écoulement est irrotationnel dans OtQ

alors ilftreste dans °t (t ~ to),domaine matériel.

C ~to

~0 En effet si 0) = 0 dans Oto à l'instant to alors I"' (ta) = 0 , V Cto tracée dans
nto à l'instant t, r (t) = 0, VCt dans nt (théorème de Kelvin)

Ceci entraîne que "'(;j = 0 dans nt.

Car si en MO, ~ n'était pas nul, en supposant ~ continu, il existerait un

.1. . . .Il d M ' ~ M) ~ 0)(Mo)2 \-1 M .Il d , 'Y ~ voIsInage u e 0 ou : 0) ( . 0) (MO) > 2' v E u ou une
1 ~ ~

t > t: 0 circulation non nulle sur la courbe CE de la figure (car le flux de 0) (M) à travers

S . ,. ,ro(MO)
S )E seraIt supeneur a 2' E

-")

'{9-

.
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. b) Intégrale première du mouvement (à ~ = 0)r - - -
.,

Si V = g"cid <p est suffisamment régulier:

dV ~ d<p-at = grad (di" )

L'équation d'Euler s'écrit: gcid [* ~ + H] = 0
=0

l {-,, '-'", olt' cot"l~"~ e.
e,tAC/,lt,~~~;~~ ~ -,

" . , ., 1 d l1 If: 0
dou l~ntegra1e premlere g * + H = f (t) 4- ~. '-

lf.r' :ti~ .J' l 1. 't/t-{' ~ ~~...tL-t,...{-,,~ -u..,... 1.( ~ .yIi"t"e,...tt
1 ", L l ,(VV"Y"" "t1'-- .

Cette intégrale première que l'on prolonge jusque sur le bord du domaine occupé par le fluide a
déjà été utilisée pour étudier les ondes qui apparaissent dans les écoulements à surface libre.

On remarque que dans lin écoulement irrotationnel isovolume on ue de la
répartiqon de pression.

hl) Si on connait <p (~.t), on connait la pression par l'intégrale permière du mouvement.

Pour calculer l'effort exercé par le fluide sur un obstacle. il faut faire l'intégration J. p -; ds où L

L

~
est la surface de l'obstacle. n est la normale extérieur au domaine fluide.

- -~

Cela donne

J. ~ J. ~ J d<p ~ (f!?2 ~ J ~ p n ds = f (t) Il ds - P di" n ds - P T n ds - pgz n ds

L r r L r
" J,

0 théorie des modélisation à
masses ajoutées discuter Ce terme

peut être nul

(p~~~
d' ~lembf;rt)

r, - --- --- "
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;; h2)Problè~ de la C!nématlQUe

V = grictq» 1 ~ q> = 0
et ~ a -t-t

, ~ = v p. n à la paroi
div V= 0 an

Exemple: Cas d'un obstacle borné

..t"l... -"> Le mouvement irrotationnel d'un fluide parfait isovolume autour d'un obstacl~
"

.A1~~-?' se déplaçant à la vitesse ~ se calcule dans un référentiel lié à l'obstacle.(!L!.;~ " '1I"-'Yf~'e

~ -t
On a q> = - Va x + <1>' OllOX est défini par + Va

<1>' est le potentiel de perturbation et gr~<I>' 1 Xl-t+oo ) 1~ - >0 '

on doit alors résoudre le problème extérieur de Neumann : ~<I>' = 0 dans Q
aq>' ~ -+-;Jiï = + Va. n sur aQ = r.

c ~ ~ Il ~ e m", l. J. t " ~ ' e /1 t" l i ( :

-"' ( ) V { ) --'A O - I1~ ,.:ft"' j f' J'tl\lr~~nt/\'{',."
\f 11 , 0 + 1\.'" 'V'"~t. - t -.,( ." ) ( -) d./l~.. ~..., "" - q. -.. ~ -.., J\ A"., ""'? . e ~ ( -Dans R,3 on travaIllera dans l'espace fonctionnel: ~e (n) ;:; te. (0) + ~ ADr1 {Ji).! ~ ~ J f .

{ f .., af ') bc(n)-: ~ Â A V],' '~cce'{t"~{.(,~ '('(O"\"I~

f/~ L-(Q) et "dx: E L-,-(Q) } "- ' f J' (' J- tI)"
1 1 2 l 'R , 'R . t1 - 'r""' fJ ,,-( ~ JG

1 + x -")0 -.. -~- [~ -:. v~~ {n\_?t V'R.'

{~-.. ~e -1)', t ~~"

4°) Cas où ""(;') ;é ()

Nous avons vu que la circultuion de la vitesse était conservée au cours du mouvement. Il s'ensuit

f ~ -+
que (1). n ds est conservée sur toute surface matérielle s'appuyant sur Ct.

St

Q...I\.

Une li~ne tourbillon est telle que ci y est tangente en tout point. En permanen ~;~
<.-,

1 h. r<T it

'ensemble des lignes tourbillons s'appuyant sur une courbe fermée engendre
un t Ir il (limité ar une surface tourbillon).

) '7:1;'-1 i-c'(!, ';)::'-' \ ",.)"(1[,,1-,-0~ 4 i:;..A.~"'::-~(~~) "::'") 14."J4.v')~-~l{2~)-- ~ I

1) f' -, /1 1 f ' ,1.: f ;:. -~ f~ ~ .".. -1.-[.. (""""'~1Ae .
-- ~--~
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a) Théorème d'Helmholtz
;

Si StQ est une surt"ace tourbillon à l'instant (0, si on suit la surface matérielle dans le
mouvement. elle reste une surface tourbillon

-1--1-Cela résulte directement du théorème de Kelvin et du fait que ro. n = 0 sur une surface

tourbillon.

b Les lie:nes tourbillons sont e:elées dans le fluide (ce sont des lignes matérielles)

-1-a ro -1- -:-t -1- . a x .
En effet: at = Rot ( V 1\ ro) admet comme solunon roi = d3tj . roj (~ ' t = 0) (Cauchy)

Ce qui montre que les lignes tourbillon sont gelées dans le fluide.

(On pourra étudier en comparaison l'équation d'évolution du vecteur ai = MOMI où MO et Ml

sont les positions à l'instant t de deux particules voisines).

Il en résulte un mécanisme QréQondérant dans le Qhénomène de turbulence: ë,..ft;
~:c~'

si un tube tourbillon se contracte, la conservation du flux implique que ~ va s'étirer ~ift~

-?> ~.f , "~ ".

b t+Llt
c) calcul de la vitesse à partir de ~

-1-
Si à l'instant t ~~~~~~~~, la vitesse est donnée par la loi de Biot et Savart (voir
Electromagn.) ~",~t

-=> 0 e.. D~~t ~ 4 (~i

'\r~f t- J ""ri> (ç,t) 1\ (x-ç) ~ .fA ~ ~ r'l 1

~~, 'IJ-:~ V (x , t) = 1.- - - - d ç .f:..t'tll-t,l..,.:IIt .I( f'4~t; ~w-(""'~' - 41t I~ - 513 -,,~ (..,.4tI-V\/+fi~. olt ~ .""" I.'fl' 1

a (J) ~ ;;'~ v" ~ -~,,(~ ~).
,0(-

Loin de am , la vitesse dérive du potentiel (D 1

1 -1- -1- 1 -1- I f~ -1-
<p - - ~ . grad - où ~ ="2 ç 1\ (J) (ç) d ç

41t r - --
L R3 /

.
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~

1 On peut montrer que ~ = (), Cela s'interprète comme la cons~rvatig~ de p 11a quantité ~e

~
1 mouvement associée au champ de vorticité Cù ( ç , t) . Il en est de même pour le moment cinétique

~ ~ p f~ A (~A~) d ~

R3

~ ~
En fait ~ et m sont conservées même si la viscosité intervient.

llyadeuxautres~~~I;:§.=~fp v2d~ et l'hélicité 1= fv, ~ d~
R3 R3

;)~
~ ~ ~ l ) V1'::'-';:-- En bidimensionnel: (1) = (1) e3 = - Il 'lfe3 (~est la fonction de courant) er '1

e,(bi.J;"!(I-.\)~'l'(' "1:::--:
d ù) Q 0l,.. ' d b' ll l" roi ' ( . ,~." ~ 1 ~e, ,..=14'equatlon u tour 1 on peut s ecrlre ili = V j,J roj '\n1'\~ '-V ~.

VI (x,y) ~
C -:-t b ' dro ~ ,

omme V V2 (x,y» on 0 tient -at = 0 => ro conserve dans le mouvement

0

En stationnaire, cela signifie que Cù est constant sur une ligne de courant.

5°) ment de f'lliide Jarfait

a) Décomoosition de la vitesse (\§§~~~

'v' défini sur Q, il existe une décomposition unique:

-:1- ~ ~ *

V = gradq> + W

~
où div W = 0 dans Q

l: W ,1 = 0 sur êlQ

-
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Unicité: Soit les 2 décompositions (1) et (2) de Y
ci ,i';'l on a gcid (CPI - CP2) + WI - W~ = 0

. :)/~] \ ~ '
~'~1 l" ..1 - : or W et

grictrn sont orthogonaux dans L? (.0.) car :W . ,. -"'""'~--:!:-.~ ~--- - -~

f W.gr"ictcp d~ =f div (cp W) d~ -f cP div Wd~ = 0

.Q .Q .Q

J, J,
J -t-tcpW. n ds = 0 0 .{ ' -'- ~JL::Ir\ î)n (.,. ,.,.\(1_° .

0 ~ 1. GIIJ- I,t,..., 0 i)fAI\ v 1.

donc WI - W2 1. grild(CP1-CP2) => Wl - W2 = () et ensuite CPI - <pl = cte

":"7 -t - -:-t -t -t
Existence V étant donnée. comme West tel que div W = 0 , W. n = 0

{ ~cP = div V
}on cherche cP : dcp -t -t => solution cP unique (à une constante près)

dn = V. n

on définira W par W = V - grildCP

Remargue Pour un fluide isovolume. confiné~~;~ ~ tout mouvement est

tel que V = W (il n'existe pt\S de potentiel non trivial, cP * cte) .

b) solutions élémentaires ( de l'équt\tion de Laplt\ce)

(p() est solution élémentaire si ~ <P 0 = 80 (x >1

où 80 est la distribution de Dirac à l'origine.

(;~s ~~--:'--~'@-~;'-= - --1- est une solution élémentaire
""" - 41\ Ixl ~

-

" -
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~ -~ I ..,,'"'1 c'est le potentiel d'un écoulement source placé à l'origine
&/; ~~' ,\-.:, .. L.:.

- X
l '~ "" -:? ~ 1 - d d . " ../ V = !!rad~o = - -, les lignes de courant sont es roites passant a 10ngIne.

~ 47t Ixl3 ~

~~\AAu...

Le débit à travers la sphère de centre 0, rayon E :

f x f ~ 1 - ~ 1 En~
qy = 4; i1 n ds = _4; ~ n ds = 1

1 1 1 xl-EX=E -

placée en xo induit le potentiel

[ =~~~~J-<'JV 1 (j) - -1 v
- 47t 12-:01

- Si qy est négatif, on dit que l'on a un puits

Dans le plan, on verra plus tard que les potentiels sont en 1-log Ixl
27t -

.-.(~;~;~!:;v s'obtient avec un puits et une source de même intensité, placés en (-a,Q,Q) et
(a,Q,Q) par passage il la limite ~~ 0 , qv ~ + 00 tel que 2 a qv = K (constante)

Par un développement limité on obtient

'~~!MM x.

K --~1(X)=-- -
- 27t Ix13,

1- 1

K = Intensité du doublet

k ou k la direction du doublet

<1>1 (: - :0) = ~1 (:) est solution de !Il.j) 1 = K ô' ~.:o (;:>!

c

1 \.
;;t ---~ 1
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où 8'k,xO est la distribution définie par:
:. - -

~ ~ l'if a E D (R3) -> < 8'k.xO ' a > = - k . grada X.xo
- - - -

. -K cose
(pour le plan on travaIlle avec)

27tr

Toutes ces solutions sont harmoniques en dehors des singularités.

c) Potentiel de simple couche

On répartit continûment des sources sur la frontière r de.o., avec la densité a

Par superposition on obtient un potentiel h.trmonique dans .0. :

fa ( ç)
1 -

<P( x) = - - - d ç- :+7t Ix-çl-

r

a p p e lé(i~!!;!!!~~~~~~~~~~~~~~ )

L\<p = a 8r
<P est tel que où (8r,a) =J a (ç) ds

r

En tout point .0. , on a bien ~<P = 0

si <PO est solution de ~<po = 8r, a:;. <po (convolution) est solution de ~<p = a 8r

d) potent!~I_~~o~~~~~~gÎ

Cette fois on superpose des doublets repartis sur r avec la densité K (ç), dirigés suivant la

normale extérieure.

f (x-ç).n 1 - - - On a alors <P( x) = -- K (ç) .. d.

- :+7t - Ix-,,!3

r

l '

l~~ -- -
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aon a f1<p = -aï} (K ôr)

;

où < ~ (KÔr) , a > = - f K(~) ~ d s

['

e) Cas div V = 0 , ~t V = """ri> donné

Soit A le potentiel vecteur de V (div V = 0) : V = ~t A

On l!!1~9~~~~!;~ car si Ao est une solution particulière de V = ~t A avec div Ao = ao,
l 1 . " 1 ~ ~ ~ da so unon genera e est A = AO + gra <p.

I cx.O( ç) 1

En imposant div A = 0 on a f1<p = - ao ~ <p(x) = 1- --=- dç i
- 47t Ix-çl-

Q

on peut donc modifier Ao pour que A soit à divergence nulle.

~":"t ~ ~ ~~ ~-tRot y = (J) ~ Rot (Rot A) = - f1 A = (J)

f -t f -t (J) (ç) (J) (ç)
-t 1 - 1 -t - ,d'où A = - dx ~ V = - Rotx dx 1

47t Ix - çl - 47t - Ix - çl -- - - -
Q Q

Comme ~t À Û = À ~t U + gcid À 1\ U

ici Û = ~ (ç) (indépendant de x)- -

J -t (J) (ç,t) 1\ (x-ç) -
1 - --on obtient V = - d

47t Ix - çj3 -- -
Q

c' est la\~~~d~ mo~;-s;;;~ ~~f;;i;J;l

--- . ~::1



.t.~t'. -~;~C,' - -
. 15

~-:-t ~
~ f) Cas Rot V = O. div V = ~

On aurait à résoudre ~q> = ~. COlnme V = hrcidq>:

!(1- t).~ (Ç)-:-7 1 -
v=-dç

47t Ix-çl3 ---
.Q

~-:-t~ .~-=-t
g) Cas Rot V=(ù. dlV V=~

Par linéarité on superposera les solutions de e) et t)

h) Régarritions gaI1iculières de sin!!ularités

- Sources sur Oz avec qv = cte ~ écoulement bidimensionnel q> = -9-Y- Log r
27t

~~- Doublets sur Oz . K et k constant ~ écoulement bidimensionnel q> = - ~ ~
27t r"

~~

- ~ constant porté par t.z ~ écoulement bidimensionnel V = ~
r

. c c ' ~ ~
-SOIt lermee, (ù =(1)'[ ((1) = cte)

(Ç-x)/\ -: ~ ! ~ce. .

4lr lç-xl-' .. /- - /

"! .. ce-..

I ~~-7 (ù (x-ç).n .
<1> = - - . 1, ds (PotentIel de double couche)

47t Ix - .:;1-

l

l_cc --
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i) Discontinuité du champ de vitesse

Dans un écoulement de fluide parfait. il est possible d'avoir des surfaces de discontinuité de
vitesse.

-" --
, ,

-:-1 -7 -:-1 /' L l
Soit: div V = () Rot V = () sur Q - ~ . "T'fi) '.,

A J/
1

:-7 -7 ,-7 -7 c.! /sur 1:. on a : VI - V 2 = il. n + 't s--L
i \...,./
plan tangent - -

si f est "régulier" par morceau, avec une discontinuité du 1° ordre en Xo, la dérivée au sens des
distributions s'écrit:

~ = { df l + :- f . 8
dx ()"'X 1 --

.l.

dérivée au sens des fonctions
(sur la restriction à 1 ou 2)

-:-1 -7 -7-7 -7 -7-7
En posant V = gradq> + Rot A , ~ V: = À n + 't

, " ", Il (.
- 1 v: D 1 ot..". Il :: 0 l {- ,-( ~ e Lh ~

~~ q> = À 8 ~ ~ t ~ A = (1 /\ ~) 8 J """- /Lc . 1.. t 1 ~ ~.{ t-4-i.t v 4tAA ~ . -7 -7 -7 ' f .,l.-,-~ c ( ~

on doit avoir ~q> = À 8~ ~t ~ A = ( T /\ n) 8L ~ 'tA.-

f-7 -7 c'est le potentiel vecteur cnrre~PlQll~jL1ln.r - Alors A = -1.- ~ ds: dis~~.?.!!JJ.~.!~~~!Q~!fu~i~~~~

47t Ix- tl -7 -7-7
-..; (1) = 'tAn

l

Une ~~~~~~~§~~~y(1 ~ (), À = ()) peut être assimilée à une(~~;;;:~~;~;n!2D)

- A la discontinuité nomlale correspond un potentiel de simple couche.~ :..- -

Par superposition:

- "
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1f -?~~ f ~~ ., 1 «;-x)l\(J) 1 (Ç-X).À.
d(x) = - d s - - s

- -+7t lç-xj3 47t 1 ç-xl3-- --
L L

~ ~ -t -:1- -t-t
Ù <ù= "t"l\n,~ V==À. n+'t

6°) Princine du maximum et écoulement de flllide narrait

Dans un é.ç~oule~ent irrotatiQ_~ l'énergie cinétique ne peut pas atteindre son maximum
a) dans le domaine de l'écoulement (l'ouvert n est simplement connexe)

En effet si le maximum était atteint en xo E n en choisissant l'axe Ox suivant Y (xo), on aurait:- -

1 rJ~ ")Ec (xO) = -;;- p (-)~- - ax

E ... E l [a~ ") a~, a~ ' ]ntoutpomtvolsm: c(XI) =-::;-P (~)-+(~)-+(- a )-- - ax ay z

comme ~ est harnlonique. ~ l'est aussi (~!1~ = !1 ~ = 0)
rJx dx rJx

si Ec (Xo) > Ec (X1) => 1 ~ (Xo) 1 > 1 ~ (XI) 1- - (lX - dx

a~ h . II . d . A , ,
1)comme"cJX est armonlque. e e ne peut attem re son maxImum (ses extrema. en genera que sur

an donc l'inégalité précédente est impossible.

Par contre, le minimum (y = 0) lui. peut très bien être atteint dans n.

n en résulte qu'en erm~ment comme P est minimum quand Ec est maximum (écoulement à énergie
constante), la ressio atteint son minimum sur dO. Si la~~!!~~~apparaît (lorsque P atteint la
pression de vapeur saturante du liquide. entr~1înant l'ébullition), ce sera près des parois.

b) Si n filets tourbillons engendrent un écoulement pl~m on peut montrer que la force exercée par
les n-1 sur le kième (Xk, Yk) est de l~\ tom1e :
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~ d\j/ où 'l'est la fonction de courant de
0 ay l'écoulement engendré par les n-l tourbillons

d\jf (sauf le kième)0 1\ - d"X" La vitesse étant calculée en (Xk, Yk>

1 0

-+
On trouve donc une force de la forme grad\j/

" -+
Si le kleme tourbillon est libre, il va se positionner en (Xk,Yk) tel que grad\j/ = 0

~~ ~'~e,r
1 Comme 'l'et gr"ict\j/ sont harmoniques en dehors des points (Xj,yj) où i ~ k,
1 donc dans un voisinage de (Xk,Yk) \j/ notamment ne peut être maximum en

1 d\j/ A 0 , t O C(Xk,Yk) donc - ne peut etre strIctement nega 1 ., -') dr
.f/ ' 1 ~ (?t, 1)

~ ~'> ../ Or pour que l'équilibre soit stable, il faudrait qu'apparaisse une force de rappel

~I ~/2. ( ." d ( 0 \ ' ' d " d\j/ 0pour un pomt VOlsm e Xk,YKJ, c est a 1re - < 0

- -- dr
,

) Cette situation étant impossible le kième filet tourbillon ne sera pas en équilibre stable.

l

,: P'1"-'"/tt,.-tt

c) Parmi tous les écoulements de fluide parfait 6ans .0. r~glll;p.r
c'est l'écoulement irrotationnel ui minimise l'éner ie cinéti ue

Soit la décomposition du champ de vitesse:

V = grictcp + W (avec div W = 0, W" ~ = 0 sur d.o.)

cp est déterminé par ~cp = 0 dans .0.

~ = Vp " ri sur d.o. (condition donnée)

donc ~:f!~;~~~pour tous les écoulements)

y2 = 1 grict~ 2+ 1 W 1 2 est minimum lorsque W = 0

D'où la propriété cherchée.
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, 1 II. ECOULEMENTS PLAN-l(c-- -t..(".t.:~~ )

f

1°) Propriétés générales

-+
U (x,y) el

On a V: V (x,y) ~
-+

0 e3

,
1{ a", t U- -

si '" est la fonction de courant - ~~ i

V=-"d"X" i

. l. A 1. ~1\(.jI\lD"e~~('(,l{e(OV ~t"l e' r

-onabiens~et ~ =- ô",ë!

-+
0 d '" do> 0- n a eJa vu que dt =

- Si l'écoulement est irrotationnel: Ô'" = 0

- Sur une ligne de courant : ~ = - Qy ~ °'" = 0
d\\f a",
ay "d"X"

'" est donc constante

- Le débit (par unité de profondeur) entre deux lignes de courant 1 et 2 est qv = "'1 - "'2

- Le potenti q> et la fonction de courant", satisfont aux relations de Cauchy:

';(bvle-~,..f it-~o(À'î"I\,\tl

aq> a", aq> a",dX = dY et dY = - "d"X"

On travaillera ainsi avec le::É§~~~~;~~~;~~;;;~::::;~!~;;~;~È~;:~( éven non unifonne)

-, -
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~ f (z) = q> + i'l' où z = x + iy

d f ~ . - ..1avec dZ = u - iv = 1 Vie-la. ~"O"V:II" .

, 11 ~
ou a est an le de V avec Ox

e(~~

On remarque d'après le(tb~~~;~~;;:~;~~:;~~~!!!~)lue si f est holomorphe dans C'~rs f est constante,

donc un écoulement ne peut apparaître que si f admet des sin ularités dans C.
(e, : ~b"J.'ilr \..,j ""'~ ~.,.J,'u;.".) ~(~ .i.r'flf f / 12 ç( c.,. If-"!' ~ . "Q,,'1.Cv (~~

"""~~ r--- Lc... ~ Jt)...( 0. c, x ~ ( o"'/{' Mt 1" ;. S
- Si le domaine .0. est multiplement connexe ,. O{3 (. 1011 "t'Ifol. ( .. ( 0"'1 f ( ~ç,. of" s s" ",Lell'(,,1-

e /' olt' { P Q t t\ (. ~ c. ("If ~ Coli ( (0 1- ~ )
-

si W(z) = U -iv et si C est fermée et entoure.Q' (non homotope à zéro)

on a: f V(z)dz =f udx + vdy +i f udy - vdx
c c c

= f V."dÎ + i f V.ridl
c c

I~~\.I'J = r+~

si r ou Q * 0 => f n'est pas uniforIte

On peut alors~if~;;j;;~en posant:
' ~/

r+iQg(z) = f(z) - Log (z - Zç)
21t

où Zc e .Q'

2°) Exemples

a)rf(z) = azJ (pôle simple à 1'00) a = a + i~

on a alors: <p = ax - ~y et '1' = ay + ~x

u - iv = a + i~ vQ..

E~~~~~ ?

"" "'" """ y = dR.

l ---~--~~"""" ;-
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. b)~~-=..É!/ (pôle d'ordre n à 1'00)

\j/ = rn sin ne, <p = rn cos ne, u - iv = n rn-i ei(n-I)9 -

1.

~ ...

/icoulement dans un angle x/n

C) f(z) =.1 (pôle simple à l'origine: ;d;;-;ièA
\" ZJ ~J'

sine cose . 1 ( 2e . . 2e)\j/ = - - , <p = -, u - IV = - 2 cos - 1 sm A
r r r p . \f:c.G.

1d.c4c.faoLl.(
~f. C,et.G~~ ~- ,/ "~:dR.

Ol.~~(} d°\.\()..u;'. :
,./

d S . 1;(7"1 = ~ T na7\ { qv > 0 so~rce)- our~e et pUits .i(Z) - 2x Lo~l qv < 0 pUIts

\j/ = ~ , <p = ~ Logz , u - iv = ~

2n 2n 2nz

!
.l. 1 tt' = ck.

:s: \non unllorme 1
, . "

necesslte une coupure:

le débit sonant de CI = 0 Q ~Â w+
" " "deC2=~-V ~ 'r-.:-

~- ~-
'-et.E]~i re) Tourbillon: f(z) = - Logz

2n

Cela revient à faire tourner de - n/2 le réseau onhogonal de lignes de courant et d'équipotentielles

d'une source. r est l'intensité du tourbillon.

r re. -if\j/ = - Log r, <p = + - , u - IV = -
2n 2n 2nz

.l.

non uniforme
nécessite une coupure

La circulation sur CI = 0 Q(~:~"'~~"=i::~ =" " sur C2 = <p+ - <p- = r ce ~
\ C)

ce-z.

~ - -
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f) Ecoulement source-plan ~

!. ,\,4'
Sô1M(,e.1 1 f .

fIl ~ ri ~ a je.

S <==> me+~oJt S'", Si
J~ ~~. -Xo \ ' ( Ix.~ ~a..~. ,

\ 1 1 . 11 ..ta z= ~
, 1.1 dO -'-0

-Xo /

f(z) = 3Y. Log (z - ZO) (z + ZO)
2n

g) Tourbillon - plan
- - -- / .

"r , - ~: \ T = tourbillon image

: ~ T 1 ici ZO = xa
~

. ~ ... . f(z) = i!: Log ,z + za )
2n 'z - za

,

h) Tourbillon - cercle

~ p ">

T ~I =t> 1

T' inverse de T } 1 - 2 5T' ârpar rapport au cercle -:; OT. OT - Ra ' 0 Il

f ( z) = -:-!!: Lü (J:.~ )2n g z - z a

avec ZO z;o = R~ z;o = conjugué de z'a

i) Source - Cercle:

s'obtient en plaçant S'inverse de S avec qv et un puits -qv au centre.

~ - ~
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3°) Transformation conforme

.
Nous rappelons ici les principales propriétés.

La transfonnation confonDe nous pennet de travailler sur des domaines plus simples pour lesquels
les écoulements à potentiel sont facilement calculables.

e sont des transfonnations biiective.s qui, à un domaine il du plan (x,y), font correspondre un)

omaine !1.0 dans le plan (xo, yo) et définies par F holomo he.

F(~~~~~~t~D~ z = <1> (ç )
...t:<. 5'2. ç = F (z)

F-'= <f 0

z = x + iy ç = xo + iyO

Plan des z Plan des ç (image)

- F transforme un écoulement isovolume à potentiel en un écoulement isovolume à

potentiel.

- Les' . uliers se retrouvent dans le plan image et restent du même t e (source,

tourb

- Les lignes de courant et les éauiDotentielles sont transformées en lignes de courant et

équipotentielles.

- L'extérieur d'un contour fenné "ré ulier" eut être transfonné en l'extérieur d'un
cercle de rayon 1 (centré en 0) (voir théorèmes de Riemann avec

+~
~a-n

<I>(ç)=ao+alç+ ~-
n=l Çn

si la transformation est holomorphe dans il, elle ne l'est pas toujours sur il = .Q u C. Si

C n'est pas de classe CI, notamment.

Exemples:

a)~~~ transfonne l'e~~r du c~ç = ei9 en l'e~~~ de l~!~~

x = (al + a-l) co se
} j9 i9z = al e + a-l e-

y = (al - a-l) sine 'j

(Attention, il faut que <1>' (ç) * 0 'r:fç / lçl > 1. Donc que al - ~ * 0 ~~~~..::~) ,"::"~~f1

1-,
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~ b)~ : S)... } > !/,

~ , ,-vL+'; ~sz...o . -l.<b-.
1" ..A- 1

~ ~ / / ,...
0' 1 1 1" 1"" 1 / / // 0

c) Transfonnation homoeraohiaues, transfonnation de Schwarz, Joukovsky ... (voir cours de

Math, voir exercices).

4 O) Efforts sur un obstacle

Dans le cas où l'obstacle définit une ligne de courant fennée Co

Si on ne tient pas compte de la poussée d'Archimède et si l'écoulement est stationnaire

l'effon dû au fluide: f p ri ds = f - e; ri ds
c c

~
(n est la nonnale intérieure à l'obstacle)

Soit f le potentiel complexe de l'écoulement

af df .sur Co on a df = d<p ="dZ dz = di dz (pUISq ue '" = cte)

1 ds = - dy + i dx = i dz

- -
2 af df , i ,( df dfV =dl: az donc Fx + IFy = - p "2 j dl: ëiZ dz

. C
0

En conjuguant on obtient

I~ Fy = p~ j, f~f dzl'F - ~ ,( ,~,2 d r;" i'on,u{eç vIt 13!JSt.'pS
x - 1 Y - P 2 j f.d. z Dr

Co Z [il'- tft ell e'C()VIi"h'\t,.(

~I\I'(;{J; fi Ol'lfl( l )

Pour le moment /0, comme o-tfl\ A est donné par

x Ax 0
y 1\ Ay = 0
0 0 x Ay - Y Ax = - 'Jin [z (Ax - i Ay)]

--



-
';

~ on obtient ,;c'i',~"3":".'i~",,,C,j;'i':' . ~ "-",;;~;:,;"" 25

J~r"eç
r' "".s C4.lc.lç

M/O = - p/2 Re(f z '~f d
Co

Ces fonnules sont les formules de Blasius (dans le cas où Co est une ligne de courant)

a) Cas d'un cylindre placé dans un écoulement uniforme

al - C lindre circulair ~

- Le potentiel complexe est défini par (z) = V 00 (z + ~ ) ,
z

f' (z) = u -iv = V 00 (1 - Ro2/z2)
~
:c~

1"t3? f'2 a un seul point singulier en 0
"::"",~ i

comme le résidu de (2 en 0 est nul

Fx - iFy = 0 Il ne s'exerce ni ponance (Fy) ni traînée (Fx)
- -

mais dans ce cas f V dt = r = 0
Co

- Si r # 0 , ~z) = f(z) - ~-;::;Jest un potentiel (non unifonne) qui convient.L'J - 1\') - ~ L..v!; L 1~

Sur le cercle la vitesse est bien tangente avec Ve = - 2V 00 sine +-.I.--
27tRO

Ve = 0 ~ sineO = r, on obtient les 4 cas:
47tROVoo

-

"':::~"'" - ~ = ::7;~~~;~~(:~
'i~ v-; ~ . ---J(~~~~~l

r=o r<47tVooRO r=47tVooRo r>47tVooRo

0: ~ J'.JM:f,

l
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- Théorème de Kutta Joukovsky

~

On montre alors que:

liIx--i Fy = r V :~~

(à faire en exercice)

donc si r ~ 0, une ponance apparaît et la force de traînée reste nulle.

L'apparition de la ponance est l'effet Magnus.

Cet effet a été exploité il y a une centaine d'années. On a remplacé le mât et la voile par un cylindre
circulaire tournant. L'adhérence de l'air sur le cylindre permet alors de créer une circulation.

Ces mâts cylindriques mobiles posaient de gros problèmes mécaniques. On trouve aujourd'hui des
structures cylindriques sur l'Alcyone" de J.Y. Cousteau (turbovoiles) mais le fonctionnement

repose sur un principe différent (étudié par L. Malavard).

a2 - Cas de c~lindres de section auelcongue

Par une transformation conforme* on peut se ramener au cas précédent. On trouvera toujours une

traînée nulle: c'est le paradoxe de d'Alemben.

La traînée est dûe au frottement visqueux et à la présence d'un sillage qui n'entrent pas dans le

cadre de cette première modélisation.

* en exercice

0 ' 0 F . F i f df )2d ip ~ (dI )2 dç d~ n ecnt x - 1 Y = _2 P (-dz z = -2 - -dz ~
1~1=1 d~Co ~

Or 00- 1
oùf(ç)=V~(ç-Ro2/ç)+-Logç et z=ao+alç+I, a-n/çn

27t 1

a3 - Effort exercé Qar des filets tourbillon sur un autre

Soit n filets tourbillon verticaux situés en Zk d'intensité rk. On calcule la force exercée sur le jième

par tous les autres.

On peut considérer que le jième tourbillon est placé dans un écoulement "localement uniforme" dont

la vitesse est celle de l'écoulement induit par les n-l autres tourbillons.

~- ---
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:1 l ~ soit 'Vn-l la fonction de courant de En-l

- X.- #l-l ' -. ," W' en Zj elle vaut 'Vn-l (Zj)
1 ~" ~

A"",- ~)j { a'Vn-1 JI.. -!>/ - F ~ a- (Zj)

V 00 et la vitesse V 00 a y
~ ( 0 )- ax zJ

La circulation est donnée uniquement par le mouvement induit du jième tourbillon lj.

La ponance est donc orthogonale Voo et se calcule par la fonnule de Kutta-Joukovsky :

~~o ) ~
0 ay ,zJ ax

F = p lj 0 1\ a'Vn-1 = Plj dvn-l = Plj g1ad 'Vn-l
l - -a;- (Zj) ~

0

IF = Plj g1ad 'Vn]

(z') 1avec f ~ = L - - lk Log (Zj - Zk) = <1>0-1 + i 'Vn-l
n- n~j 27t

34 - Effort exercé Dar une source sur un olan

Par la méthode des images on obtient le potentiel complexe

- <- _t 1 f (z) =!:1Y- Log (z - XO) (z + XO)
, ~ /. 1 27t

/ 0' /
r'-O '\ .

{ '\., / f' Z _!:1Y- (_-1- + 1 )l ": l 'X.o ( ) - 27t Z - Xo Z + xo

., 0 - -" - ~ °i. - - .
\ .-: / 1 5 2,."7 /1 f'2 (z) =~ [_-.!- + 1 + 2

J1 47t2 (z-xO)2 (z+xO)2 (z-XO) (z+XO)
'" /

1r- ~I
~ 1.:.. Fx - i Fy = lim P ~ f f'2 dz = 2 i7t (P~ ) x r,~sidu (f'2, -XO)

'--Ro. RO-'+oo Cr 0

~ l-
47t2' (-XO)

-



- - -
.

28

.. donc Fy = 0

2
Fx = ~ On remarque que la source attire le plan contrairement à ce que

7tXO
l'on peut penser.

,
,

as - Effort d'un filet tourbillon sur un cvlindre circulaire

La formule des résidus et l'étude a3 nous ramène à
calculer l'action de T sur l'image T

r ~ - --- F = - p r gcid'l'O 1 RoIzo
T .

)0 -:::- OÙ'I'O=Im [- .!!:.Log (z - zO)
])0 27t

(voir exercice)

% - Effort d'un filet tourbillon sur un cvlindre (elliQtiaue Qar exemQle)

On se ramène au cas précédent par une transformation conforme

~:: <:p(~)=- X'1 +- ~
. 1 (\~\,:-i)

~ ~ rE~==:!~~ - - -.

~
plan des z plan des ç

1

Fx - i Fy = i p/2 tE f'2(z) dz = i p/2 t [fi (ç)]2 (~)2 ~ dç
Eo

où f est le potentiel complexe dans le plan des z

et f "" " " des ç (voir le cas précédent)

L
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. Fx - i fy = P i/2 f [ fi (~)]2 ~
lçl=l <1>'(~)

- -ir 1avec f (~) = - [Log (~+ ~o) - Log (~+-)]
21t ~O

a+b a-b
et~otelque xo =2 ~o +-

Ça

11\'( .1:) a+b a-b 1 l .1:.1: ' l " ,. d di't'" = 2 - - 2 s annu ent en ., 1 et ., 2 se trouvant a mteneur u sque.

2~

Il reste ensuite à calculer la somme des résidus de 12 en ~ 1, ~2 et l-

<1>' ~O

Le calcul est très facile en utilisant un logiciel de calcul fonnel type Macsyma qui peut calculer les
résidus et aussi des développements asymptotiques (on peut par exemple traiter les cas a -+00

ou b -+ +00 ).

1
1

1
1
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1 III - INTERAcnONS FLUlDE-STRUcrURE 1

1°) Introduction

Lorsqu'un obstacle est placé dans un écoulement, sa présence pertube le mouvement d'une part et
d'autre part est soumis aux efforts exercés par le fluide. Ceux-ci peuvent modifier le mouvement et
la forme de la structure qui en général est déformable.

L'étude de ce type de problème comporte deux parties: hydrodynamique et comportement de la
structure déformable.

Exemples

- Lubrification hydrodynamique:

Etude du mouvement de l'arbre tournant sur des paliers fixes
Etude du cas où par exemple les paliers sont déformables (élastiques)

- Etude des phénomènes de résonnance

sur une aile d'avion
sur un pont (destruction du pont de Tacoma)
sur un câble sur un réservoir contenant un liquide avec surface libre...

Un fluide en mouvement par rapport à un obstacle exerce sur celui-ci des efforts surfaciques de
contact. On peut distinguer plusieurs contributions relatives à des modèles différents:

En se plaçant dans les cas où le nombre de Reynolds Re est grand:

a) Contribution de l'écoulement extérieur

Un écoulement à potentiel de vitesse, uniforme à l'infini n'exerce aucun effort si la circulation de la
vitesse* autour de l'obstacle est nulle. L'effort de portance sur un cylindre est attribué à la
présence d'une circulation r non nulle. En fait, il faut mettre en mouvement soit le fluide, soit

l'obstacle.
Au début les effets visqueux interviennent. Une modélisation plus complète doit prendre en
compte notamment des effets de sillage. La traînée est toujours nulle (paradoxe de d'Alembert).



b) Contribution du frottement dans la couche limite 31

.
Les contraintes tangentielles à la paroi 'ta = 1.1 ~ 1 y=O interviennent dans le calcul de l'effort.

Cependant la conttibution la plus importante reste celle des contraintes normales déterminées par
l'écoulement extérieur et l'écoulement dans le sillage.

_-: :---=====~~~~:::~~E~~ ~ E..CO'\Al~ eM+ .. . "
- '" l.t.t.L . .. ." .-., ..,' .. "
-> ~ '. .: ~~\..l..F\(G-e .,.
"00 . . (

~
-,..

. ~ o..\'y\\~ e~~ ) ,

C..ou.

2°) Notions d'aérodynamique

a) Définitions

On considère ici les efforts exercés par un fluide en écoulement permanent. uniforme à l'infini

~(de vitesse Y 00 ) sur un obstacle "régulier" tridimensionnel ou bidimensionnel (cylindrique) borné.

On distinguera:

les obstacles non profilés et à arêtes vives (plaques dans un écoulement, par exemple)
et

les obstacles profilés pour lesquels les lignes de courant contournent la paroi sans pratiquement
;c~i' se décoller. -) "'-
:;" - Efforts - "'"
~~; A' t-

~~,7;j T : Tramee
~~~;:/:,.,c ~ -> c.
:~~";"~è( P 'Portance ~ ;;)

f~~t'~::"" "1,;;:;'- é ê 'Couple DO .
:~j:;;; " , - --
;:it'V S : Maître Couple
~:~"-, T

Cx = 1 2 coefficient de traînée pfQM o-:tthoQ~a.R
"2:PSYoo '" -v';> d

~ ~

Cy ou Cz = ï-__f_-2 coeefficient de portance
"2:P SYoo

Cm = r Ç---2 coefficient de moment
"2: P S3/2y 00
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~ Pour des Re grands, Test dûe principalement: - - .- -

- à la résistance de frottement pour les obsacles profilés ~~~~.~~i~~~~~~~~~~==~..C"
c.,L.. W1,

- à la résistance de pression (de forme) pour les obstacles :::~;~
non profilés f ~:~~~~5;' .' ~ ~ r "

% :'?~ ~o..~f. '

Cp = (P - P~)/1p V';' est le coefficient de pression --""""",:~~;. .- .
- -.

b) Obstacles non l2rofilés

Exeml21e, Cas du cylindre circulaire (longueur infinie)

Par raison de symétrie ~ = 0

On a les différents régimes:

V ~ =-:::::~~"~~~~:~~~ La ., d. Il .
--t'" l (S k ) ~V///\~ ffilnmre non eco e

J'-e« to es - ~ =
.= 5< Re< 40 -~?J~~~~~~ Déc~ll~ment laminaire

-""~~~~~~;~~~:::::::::- s ym e tn que

:;~~~~ ~~~40 < :Re < 200 , ~: . '. . :. . Allée tourbillonnaire de
'" ... ", V on Karman

---

-==~~~.. ",' ./~ 200 <:Re /h :: ' ,: (': ,.'- . ,'" ", Ecoulement subcritique

~~-=~.:..:L.)...I . ~, .~:: == '-~ - --

1) 7"
:=::= :=~~;~~iS:::;=;;/ / \ . . - ,:. ~ Ec l . .

""-e/ //,~::,,'~~','."'~='""' ouementcnnque

~~:;::::::=:::~::::::::=~-'

--~~t~~ç::~;~::i:~;;~:~~::::~~2~:::::: -~ Ecoulement supercritique

Si on fait tourner le cylindre, il apparaît une portance correspondant à l'effet Magnus
(pour Re» 1), Cependant à faible Reynolds la ponance s'inverse (l'explication vient du fait que
les couches limites ne se décollent pas de la même manière en haut et en bas du cylindre).

L'apparition de tourbillons alternés se décrochant périodiquement induit une traînée périodique
dans le temps, La structure peut entrer en résonnance si sa fréquence propre coïncide avec celle des

L --
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1 tourbillons. C'est ce phénomène qui fait "chanter" les fils électriques et qui est à l'origine de la
1 ~ destruction du pont de Tacoma aux USA.(En fait, dans ce cas, par l'écoulement il y a un fon

couplage entre flexion et torsion).

1

Des études sérieuses doivent être faites concernant le componement des structures non seulement
par vent fort mais aussi par vent faible.

Une analyse rapide montre que St = f (Re) où Re = p~~
Il

et le nombre de Strouhal St = fa ~ où fa est la fréquence de décrochement.

c) Exemple de modélisation et de résolution

On considère un profil convexe dans un écoulement plan. On suppose que le sillage est une région
de fluide mon (au repos)

Comme P ~ Poo quand x ~ 00 , la pression dans le sillage vaut Poo

.11\ '} . f!
;r- " ~ {] ~

A //h --. .~ t""{.. '"'DO

--;::> --. ~ // . .--:.

V DO - - - r ~ .~~.-x -~'.~-;-~.;::..=-~. p DO- ~ .'-~ " ~

p ---' "-
00 --~

La frontière libre rI séparant l'écoulement extérieur du sillage est:

- une ligne de courant rI
- une isobare P = Poo

11.'11 = 0 dans ne

'II (fonction de courant) vérifie: 'II = 0 sur r 0 et ri

~
Igrad'lll = VI sur rI

~ Ixl~+oo ~et aussi grad'll - ~ V 00

VI est une constante positive (~ Voo). Dans notre cas où Ox est asymptote de rI : VI = Voo
(théorème de Bernoulli).

Si <p est le potentiel de vitesse, V le module de la vitesse, e l'angle de V avec Ox , on a:

Vei9 = ~ - i ~ = ~ + i ~

dY dX dX dY

:j

\,
-, -- ,
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! .

k;:v" ~ dcp = a; dx + ~ dy i9 ";:"1,&;!tf]~~f~~}; 34r ~ On a y y d'où dz = ~ dç ,', -

do/ do/ V
1, -- do/ = ~ dx + ~ dy

f,~;i1! ox ay
tJlrf""
~;-;: ,

!i!.., ,'~ Cela défmit la transfonnation du plan des z (x + iy) dans le plan des ç (cp + io/)
~:,:' ,

;;,;, dç '9 dz el9
~:\~' (plus simplement si f est le potentiel complexe ç = f(z) => -d = Ve-i donc - = V) " Z dl: &, ~ !

~1=ran~l~rmâliQ!l.QM-b.OOQmPl1~

On prend comme nouvelle variable Z = ~ = X + iY

dç "~.~ ei9 1
'~'~"- donc Z ;: V=>I Z 1 ;: V ,arg Z ;: e ~~;~::',I,

:" Cette transfonnation est Particulièrement intéressante car la frontière libre rI se transfonne en le ":, 1 Voo

,:.7" cercle 1 Z 1 = V Soit t ;: Log V
..

i';; ,

1;: Dans le plan (t, 8) on a

( ü~~
).:~'- J J 0Jt.4.:i ~ :.;..:~'

,:;. On résoud : 0/ = 0/ (z ,e) ..,: ~"'"'0 cC ,':':', b- 17

~' v,- f~:, do/ = 0 dans a ~ . ;;..,.

,,~:'~,; 0/ = 0 sur da' ( . 1 &1 () 1 ~ "~;~":, po~ .4~ 0( 0 ~dœ

;i:~:"~é ~ J'l ~ tt-t)t, ht(Jt','...~

-~~'~ + condition Sur gr~o/ de sur (ro): t ;: 1 (e) (t~~{M~ ~'l.C?6}\~\
'cc, d\j/ d ~:I

i:'c 'dZ
t',

;,:'.:- Voir en exercice le problème plus simple de la plaque plane.
cC ,
;

,;' d) C~~.Q~çj~~.Q!Q~

~c On distinguera notamment les obstacles de révolution et les obstacles bidimensionnels (aile ,,:i d'avion, aube de turbine)

"
J'-.;

'cc,
'",

5,';, Pour de tels obstacles la traînée est fortement réduite -',:

::,' -- - - - ~

==--~~;:;;:~~::;;::~~-=-~-;;::;:~. ~. c.
e.":':"" ~==:::~~~~~~:1~.="-:.c. : " (~',U~ ~

t~ ~> -====;:.:::= -= -=- -=~ - --
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35- L'étude de l'aile cylindrique est fondamentale aussi bien pour ses applications à l'aile d'avion
~. que pour ses applications au calcul d'aubes ou de grilles d'aubes de turbomachine.

f't . A = bord d'attaque
. ~ B = bord de fuite
~,"ta.OO~ --- '"

f'I--- ~
/. ~ '" ~->. - - - - ~"2-ok -~ ~'v\dd~ .

yC() (eo...~~ ~)

dl) Naissance de la portance

Lors de la mise en régime, les effets visqueux interviennent, il se forme des tourbillons qui en se
détachant vont empotter une circulation rI.

La circulation de la vitesse sur toute courbe suffisamment éloignée de l'obstacle (dans le domaine
où le fluide a un mouvement obéissant aux équations d'Euler et à potentiel de vitesse) est nulle. La
circulation r sur toute courbe entourant le profil et suffisamment proche est telle que: r + rI = o.

- - r-:: Q..- - -
/' - ..

~ --=- ~ -~~
1 \.~=~) r 1\ ,"'- - - -'" /-rt.:: 0 ""-- - -- - -

Donc en régime établi, lorsque rI sera rejetée à l'infini aval, la circulation résiduelle vaudra
r = -rI

Joukovsky supposa que la circulation devait être telle que l'écoulement extérieur ne ne puisse pas
contourner le bord de fuite (la vitesse ne serait pas bornée)

-/

p
--

- -=-- -- --::::

-:===~~~~~~;~r:::-- -==:~::~~~===
r = 0 point singulier r = -rI

~
Ponance nulle P * 0

L
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dl) Caractéristiques
~

On constate que la différence de pression entre l'intrados et l'extrados est plus grande dans les
régions de fone courbure donc dans un voisinage du point d'attaque.

La vitesse sur l'extrados sera beaucoup plus grande (dépassera V 00 ) et donc, d'après le théorème
de Bernoulli, la pression y sera d'autant plus faible. C'est à l'amont de l'aile que nait la portance.

Pour un profil d'aile donné et un nombre Re »1 donné, on définit les caractéristiques
Cx = Cx (i), Cz = Cz (i) et Cz = f (Cx) (appelée polaire d'Eiffel) où i est l'incidence.

Q.~~
Cz.

~

Cz.!c~ ~t ~ ~\.~ 0/5

0

0 ).oo~' - -;>

cx.

~ /
E..~u~1wu. Rl~e.. 1=>of>~ dJS~fe{J

Lorsque i est trop grand, la couche limite décolle. Cz diminue, Cx augmente: c'est le
phénomène de décrochage.

-7p -

Pour une étude expérimentale, on peut utiliser les moyens suivants:

Soufflerie, balance aérodynamique, prises de pression, anémométrie (fil chaud - laser ...),

visualisation (par fumée...) cuve rhéoélectrique (méthode analogique).

d3) Aile d'envergure finie

("'~~--"""'~" r=. 0 La différence de pression entre l'extrados et l'intrados

. [l l./~:~;;;~::::::: ~) ce e. crée un courant transversal aux extrémités de l'aile, qui
V ~I ---' -,- provoque la création de tourbillons marginaux. La

00 -,~ ~ ~ - -- G- -- '- circulation de la vitesse de rO à 0 pour Ci et Ce. Comme
)' // l ,i;'J -=-~ -,~ -- pour une envergure finie r dépend de z* on place

! l \. ~-,---=-- - derrière l'aile des filets tourbillons d'intensité or qui ne,,-- -
_l..I., '- "'- ~ - - - se referment pas en général en un filet unique sur l'aile.

1"'1J} -/ "' ~ kA~~ r A
0 iol e.'œo~I\~. ./ ",,~--~--~

* en général la répartition est plutôt eUlpuque. ---L J~- -4

-'1'oz. ' L-/2.

,



--

,

37

.. Ces tourbillons créent une composante de vitesse venicale ~ appelée vitesse induite, pour

l'écoulement Yoo + ~ l'effon est onhogonal à la direction de ce mouvement. Il ne l'est plus par

rappon à Yoo , une traînée induite apparaît alors

-")~- P 1

PC6_1 1 +L/2 -~ 1 ~

vil or 1- l , ' V" -- - -dz~t( ~ -"> - - f "_1 - t~f.t. ~~b. .(zo) -
4 J dZ' zo-Z~v.:. " Svwo~_i 7t-L/2

t Autres modèles simples .

r
,,~

/"

3) Obstacle en mouvement non uniforme

Pour mettre un obstacle en mouvement, il faut fournir l'énergie cinétique de l'obstacle lui-même et
l'énergie cinétique du fluide qui l'environne.

La théorie des masses ajoutées consiste à remplacer l'obstacle et le fluide par un système
équivalent d'un point de vue inertiel (masse et moment d'inenie).

Calculons par exemple la masse équivalente dans le cas d'une transl~~_n de l'obstacle, pour un
domaine fluide infini. --1.;\';; \0.." J ~, j( . r ( 4.,-'(..c.vt c. lM e ",

16 . t lA"';"'" l " ~
[ b . f " ~ ~ 4..ccI'l J\ t

~ T. '" P ,- ~

Soit Y = gradq>, q> satisfaisant à : ..k .f.- ~e. (~ ~." ~"' t-~ 4.-AJ-.. ;) J\.

'"" . ~~I f V 'U"~ 3-
~ (j" f ll =V"ri ~ '::- L~' ~"". t n' -., >'-(... JO\)' P q -. '" {. 1.) ~ K '"'"

~, L\q> = 0 dans ne

/ LM ~ = Vo(t). ri dans an
.f et an
( ~1 gradq> ~ 0 quand I~I ~+oo

Le problème cinématique ne fait pas intervenir explicitement le temps:

"'. ~ o~ 'fiJ"1c,...t /..d.
dq>" ~ ~ Ixl~+oo 1 ;

Soit q>j tel que L\q>j = 0 , di = ej . n , q>j -=-->0

,
l -- .
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... On écrit Va = Yi"ët alors <P = Vi <Pi est solution.

'.l, , ê' . 1 ~ 2 1 a 1 a °

',~:.:, t::- f- p Igrad '.J dx - f - p -P-ln ds - - PY o y , f (no ~ ds, ~::;:7;;' L"C - 2 ~ - 2 :1 '1' - 2 1 J '1' 1 :1
'"CO ., cO ., - on on
1~: aa aa

,~,;:; a e

1 f a<p° 1- ,..l , t "It 4 f'-cou Ec = :2"mij Yi Yj avec mij = P <Pi T ds <- ",,-t' ~ -
aa n ~ J ~e .

L'énergie cinétique totale du système fluide + obstacle:

~

(ma Oij + mij) Yi Yj

Etotal = ~.l. .l.- masse tenseur de

de l'obstacle masse ajoutée

-7 -',
el tf

On remarque que mij = mji => il existe un repère principal 'I!I ~"" -1 ~ '1

" l'
~-- :--

Exemple
;1

- ') [ m 0 0 ] l y J
0 m' 0-=> 0 0 m" ~

[ m 0 0
]0 m' 0

0 0 m"

~ ~ ~ mij=mOij

L--.("~

sphère cube

Il faut remarquer que la masse équivalente est un tenseur du deuxième ordre. Le fluide est
caractérisé par un seul scalaire dans le cas où l'obstacle est une sphère par exemple.

!

r Pour une sphère, choisissons Oz dans la direction de la vitesse et passons en coordonnées
f sphériques:,
t
,-
~
\ (

~";"-_.



"~ -

-

39

- 3 ~ " " ocose -t 't,

r3 er ~

[~ R~COSe ::-t ~7, alors q>* = - => W : 0 -t 1
; 2r2 eq>

R~sine -t
-~ ee

(. R6
1 W 1 = ~ (1 + 3cos2e)

6
=> => p Ro f I + 3cos2eMf = ml et m =~ r6 r2sin e de dq> dr

Qe

+00 7t

R6 l f 2 P 0 2 1 + 3cos e . ededm=T' 7t ~sln r

0 0

+00 7t

6 l f7t P Ro d r
m = 2 "";4' (1 + 3cos2e) sine de

0 0

. 1 47tR~ 1 } AO = volume de la sphère
SOIt m = :2 p ~ =:2 p Ao m est la moitié de la masse d'eau que pourrait contenir

la sphère

La masse du système sphère + liquide est donc:

M=Mo + m
.l. .l.

masse masse 1

sphère ajoutée i
2 IJ 1

- .c"~~~'\.( (? i

., 1
;

'J ( .t ) 0 .
j~ ~ ; ~N\.I\-~e

.1

i

~ , ,, .
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4) Interaction dans les turbomachines

',~~

Dans une machine réelle, un fluide en écoulement permanent (mouvement absolu) ne peut ni
fournir ni recevoir de l'énergie.

;
En négligeant les effets visqueux (qui provoquent une perte dans l'énergie transférée entre le rotor
et le fluide) et en supposant que le mouvement absolu est à potentiel de vitesse, on a :

av -t~ = - grad gJf,

si ~ = 0 => :Ii = cte : le fluide ne gagne, ni ne perd d'énergie à la traversée du rotor
-., ,

(20-1 Y :: " ",-)/ .,
dH dH aJf, -t f",O1V:'O

Calculons ili : ~ = -at + gradH . V ~ -
(~~~~~~f=~~~~~)

. . , , ., dH""aJ{, a v2 -

en unhsant 1 equatlon d Euler: - = - - - (-) c::~dt '::3t at 2g ;0 Il',, r'\I~
\ '\I~ e "\ .~ .., , .. dH 1 ap :> '."

par la defimnon de:li => -d = -"""\:- 1"- t-\ Il ,..-' Q~4tf'lt4,..,
t pg ot ~~ . \ -= Cw

ft -""{ ""-( ~(~ 1If~lLjJ\ ~t Co.. ~
L .. dh 1.. fl . d . apa vanatlon e c arge est Iee aux uctuatlons e pressIon at

En fonctionnement constant, c'est le mouvement relatif qui lui est permanent.

On suppose que le rotor tourne à la vitesse 0> autour de l'axe fixe Oz

Soit Rro un repère lié au rotor

1 ~ loi posons: R = r
1 Z=z et P(r,6,z,t)=Pro(R,(\),Z)

6 = O>t + (\)
1

on a alors:
"- ? ~ .

1 ~-~+~~- ~(j)/' at - ~t a(\) at - - a(\)

/ 0
,,1 1

x.. donc 1 ~ = - !!!.- ~I
I~ - - pg ~I

'\

~--
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. On en déduit donc:." ~ 41

~ -t-,,"-t- ~J'. dH ap - Of" of' - -
, acj>... ?- .,. 1-

, --- ~

dH dP ~ ~- ? )pour une pompe dt > 0 => ~ < 0 - - Pcv \,
acj> ~ +- ~ ~

Vu la périodicité, si n est le nombre de Pales:

P ..p IoI,w. -">4-00 .

mO~(;\,I."r\t-~P) -t~/' - - -.

;::::> é
J,Tl t.-
hW

~
En passant du référentiel fixeR au référentiel mobile R(J), les opérateurs grad, !:J., ne changent

pas.

~ ~ ~:=t
~ Ye + Yr + 2 (1) /\ W

On a y = J, J, J,

enU'aînement relatif vitesse relative

~ ~ pr02r2 ~
Ye = grad ( - --:z-) ( (1) Il Oz)

~ aw ~:=t :=t ~ W2
Yr = T + Rot W /\ W + grad 2

En stationnaire (relatif) on a

~:=t ~:=t ~ W2" U2
P ( Rot W + 2 (1) )/\ W + grad (p 2 + P - PT) = 0

où Û est la vitesse d'entraînement: U = (l)r

K.c..-', ~ {kW\i'\"~ ,,{/-ë.,..ic,..l\ t ~~~'t /J v,rl~~t-'1~' #~~ ..(, (.,1 ~

...e.., -J ",l, ,fJ1.. Âe,...,~l ~ 1, ,+",.

t'- --- --
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en projetant sur une ligne de courant relative:
:::-t 4 W2 /\ u2. W. grad (p T + P - PT) = 0

~, "
'1 P W2. U2 .la charge relative: Hr = - + 2 est constante sur la ligne de courant

pg g
relative.

Si la dissipation visqueuse intervenait on aurait une pene de charge relative

si s est l'abscisse curviligne, suivant la ligne de courant relative, on a : ~lq~~~~~~'

1~~?!éf~~~!~' aH a(H - Hr) a -:-t Û ~~~~",,'~;;;.,#;- = ,- = - y O~.~~.~~.as as as . ~C-"';"~;'!é:;;;

~,;o,;"'~j~'i'

donc de l'entrée 1 à la sortie 2 du rotor

'6H =y~_:~ llil Formule d'EulerE::- ~ "'" -+'r ~ ~61 6H = .. I.V 1 ~ .. L'VLI ~~ ,

- Lorsqu'on décrit l'écoulement dans le repère tournant il faut écrire:

V = W + Û => ~t V = ~t W + 2 "rot

ê donc si le mouvement est irrotationnel en absolu, en relatif ce n'est plus le cas:
0;
~:;;
r,c

1 ~tW =-2~1 i,' :-7 4 4
~ Rot W = - 2 ro
, ,
"
l dans ce cas là : Hr = cte dans tout le fluide.
,
;'

- Les conditions limites sur les parois du rotor sont W . ri = 0 et Y. ri = 0 sur le stator.

RemarQue

En général il n'existe pas de ligne de courant absolue allant de l'entrée à la sonie et qui ne
rencontre pas de paroi. Cela n'est vrai que pour les lignes de courant relatives.

50l~

lA.',\AJ.'- ~P~~L'V~S' /.~~(:~l. '

~ l~~'

~

e« ~ ~'~\A.t& o...~O ~ '

t ~ a.--~o~.e 1
!

~ - ;
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Exemnle: Ecoulement dans le rotor c..- ",~L:

~:'., ~ Î'.~

,: ~ ~ ~ 4')
~ (1) RotW-2 ro=cte ..,)t" :1-ft.,

d , ~w 0(2) IV = _7
t /'1.,

w.1 = 0 sur les aubes

~
Ecoulement bidimensionnel ( ro 1. plan d'écoulement)

en ~olaire: .t (We r) - ~ = - 2ror (1)
ur ae
a aWa- (W r) + ~ = 0 (2)ar r ae

Cas d'aubes radiales

siWe=O(e2) j

(1) ~ Wr = 2ror e + k(r) + 0 (e2)

~r~=~ :-.~ (2) ~ We = - 2 roe2+[k(r)+r k'(r)] e + h(r)

~~~~~:::':::'-=~~~s=--=S~:i;~~~~ on choisit k + rk' = 0, h(r) = 0
':1 . ~ 1

1À .1
k=- :

r

Alors
ÀWr = 2ror e + - + 0 (e2)

" r
. ~ .2 ri; ~, :)' We = 0 (e 2)
l'-~ =~d~~d4~~1' _1- 1- . "" . +-- .- ~~, . ., . ) . i --- - - - - - - W. n = 0 est venflee au premIer ordre

,.-j,T' \ ,(),l"f_J ' .,I.~'-(.. ,

Y\" '

\ / \ , '.--",,'---"-"\.- 1

1

!

.-1 ,{

-- -'-
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EXERCICES

FLUIDES PARFAITS

1°) Examiner les écoulementS isovolumes irrotationnels à lignes de courant parallèles rectilignes, à
lignes de courant circulaires concenttiques : cas d'un fluide réel enttaîné par un cylindre tournant.

2°) Soit p = P (T) où T est la température.

Dans le champ de la pesanteur et dans un champ de température donnée, étudier les posibilités
d'équilibre ou d'écoulement irrotationnel du fluide.

3°) Caractéristiques de l'écoulement donné par

V x = a sin z + c cos Y } écoulement . ABC Vy=bslnx+acosz .!..!..!.

V z = c sin y + b cos x Arnold Beltrami Childress

4°) Dans le cas où R6t 1 ~ 0 , étudier la possibilité d'existence d'écoulements permanents à lignes
de courant fermées.

5°) a) Montrer qu'en permanent la charge reste constante sur une ligne tourbillon.

f ~~ dlb) Montrer que 1 V. Cù d:: est constant (dt = 0)

R3

(ou 1 = f V. -c-;; d:: = cte si Lt = surface tourbillon)

Lt

c) Même chose pour l V 2 d::

. t

6°) Déterminer l'écoulement au voisinage du point d'arrêt où on négligera la courbure.

7°) A partir du potentiel complexe f(z) = Azn, calculer l'écoulement dans ou autour d'un dièdre

d'angle a.

gO) Comment doit manoeuvrer un sous-marin immergé le long d'un quai rectiligne? Mettre en
place le calcul.

!!

"


