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FLUIDES PARFAITS

INTERACTIONS FLUIDE- STRUCTURE

1ERE PARTIE : FLUIDES INCOMPRESSIBLES

0 - INTRODUCTION

En mécanique des fluides fondamentale, il a ét€ vu que pour les grands nombres de Reynoids, les

problemes d'écoulement pouvaient se séparer en un probiéme intérieur (modele de couche limite)
et en un probléme extérieur (modele d'Euler), ceci dans le cadre de la méthode des

développements raccordés.

Ici, nous nous intéresserons au probléeme d'Euler et a I'étude de l'interaction de I'écoulement

extérieur sur les différentes structures qu'il rencontre.

_ Voo { ou Vg = vitesse caractéristique
Re=p >>1 Lo = longueur "

Equation d'Euler (u = 0)* :

% S . ’ .
Py =- g?gd P+t { ot f estla densité volumique
des efforts extérieurs

AT G . Lo .
. n =Vp. n surlesparois {0l Vp est la vitesse
de la paroi

* Le fluide parfait (1 = () n'existe pas dans la réalité, sauf pour I'hélium liquide au voisinage de

0° absolu ou il apparait dans un mélange avec de I'hélium visqueux.
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I - EQUATIONS D'EULER ET PROPRIETES

1° Généralités

—>
On peut introduire la vorticité | (_o) = R—c))tVI (ou le vecteur tourbillon Q = % @ qui représente la

vitesse de rotation locale).

Les équations d'Euler s'écrivent alors :

¢
2 Flocele porFae
§—+8A7=-g§da>/p+\§)+?/p (sip=cte) | ncompresscble.

L'équation de continuité. pour un fluide isovolume donne : idiv vV = 0y et pour
—).I .
o |div o= 0

Si on prend le rotationnel de chaque membre, on obtient 1'équation de la vorticité :

- -
5t lig)t (—(3/\7) = L Rot ? , avec div w= 0

L. . 1 2 =
La source extérieure de vorticité est — Rot f

LPJ

a) Si les efforts extérieurs sont dis uniquement 2 la pesanteur :
- o — - = 1 oo
? =p g = Rot ? = grad pA g, puisque g dérive d'un potentiel si p = cte ou si grad p est
- —
parallelead g = Rot T = 0

A l'échelle du laboratoire, g est constant et si p = cte , on peut écrire ? = - grad pgz si Oz est
dirigé suivant la verticale ascendante.

. . - . ' .
b) Si par exemple le fluide est conducteur, parcouru par des courants j etsi B est l'induction

" . ) . - =
magnétique, les forces volumiques électromagnétiques sont de la forme j A B.

En général, Rot ( j A B ) # 0, cette propri€té est utilisée pour faire du brassage (brassage
électromagnétique) dans différents procédés d'élaboration en métallurgie.
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a) Théoréme de Bernoulli

-Sip =cte
- Si I'écoulement est stationnaire (permangnt)
. —
- st ? =- grad U
- = g_ 1= v?
On peut alors écrire W A =-— grad (P + U +f75)
p b
N> . ’ . .
v En projetant cette équation sur une ligne de courant (confondue avec
= la trajectoire ou Ia ligne d'émission) on obtient :

2
doncona gr_a)d (P+U+¥)—).? =0

o 2 2
ou si s est l'abscisse curviligne 55 P+U+5)=0

_— V2 . .
cela signifieque [P + U +€T = cte sur la ligne de couran‘tj.

Lorsque I' on passe d'une ligne de courant a l'autre, la constante varie :
2
e?—n P+UHS)=p (@A V). T %0

Dans le cas usuel U = pgz et on définit :

(la charge]

Le théoréme de Bernoulli = #H = cte sur chaque ligne de courant ou trajectoire (si 1'on suit
une particule dans son mouvement. sa charge reste constante)

[\

P \Y
=—+7z+

P

(8%
as

ag

n travaille désormais 4 p = cte, U = pgz.

. . A , . A
a pression motrice P est définie par P = P + pgz
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b) Ecoulements & énergie constante

- Si I'écoulement est stationnaire :

B AV =- grad (gH)

.= . ' . .
si ® =0, on dit que I'écoulement est irrotationnel

o

si ?o//v (écoulement de Beltrami)

alorslg!{ = cte en tout point de |'écoulement,

La question est de savoir si de tels écoulements sont possibles. Par exemple, si Rot f = 0, il est
impossible d'avoir un écoulement irrotationnel.

3° Ecoulements irrotationnels

. . . . . =2 —> . .
Si ® =0 alors il existe un potentiel de vitesse @ tel que V= grad@, mais @ n'est pas
nécessairement uniforme (ou univalent) dans le cas ol le domaine de l'écoulement n'est pas
2
QR%

simplement connexe. Par exemple, l'écoulement _\7 = ——r——Q ep qui peut étre produit par un

cylindre de rayon Ry, tournant  la vitesse Q et entrainant & I'extérieur un fluide visqueux, n'a pas
de potentiel uniforme.

En effet, sur le cercle de centre O de rayon R1 > Rg, on a § V Ef =2nnQ Ré . Ainsi a chaque

. - 2
tour le potentiel croit de 21 Q Ry

a) Existence d'écoulement irrotationnel

Fulehive dvn pobentie!
Z
.3 N o
Si Rot f =0 etdonc dans le cas particulier ot f = - grad pgz, on a le théoréme :

i

LI
V C; (courbe tracée dans le domaine occupée par le fluide) que 1'on

suit dans le mouvement (courbe matérielle) la circulation I" de la vitesse
reste constante dans le mouvement.

ep & A dl’ d _
c'est a dire que T a@ %7?1 = ()
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En effet si S est une surface matérielle s'appuyant sur C;, T % ®.n ds o« theoreme ole
t Slokge

Or le théoreme du transport pour le flux donne

_.)
%ﬂ' 871) ds =§!I [aa—(:) + R—c)n (8Av)+7div _(;))] ?ds
t t

(cette démonstration tient pour un domaine simplement connexe)

e . . . L,
ordiv ® =0 etl'équation du tourbillon (ou de la vorticit€) donne

88 - - — dr
T+Rot((o/\v)=0 (Rot?=0) donc E=O‘

. . "y d
(si le domaine n'est pas connexe la propriété reste valable. Pour cela on calcule a § VET en
Ct

revenant a ureconfiguration de référence)

¢ 1l s'ensuit le théoréme de Lagrange

Si & tg I'écoulement est irrotationnel dans €2y, {

alors illreste dans Q (t 2 tp),domaine matériel. l

En effet si 8 =0 dans Qi a l'instant tg alors T (tg) =0, V Cy, tracée dans
Qyyalinstantt, T (1) =0, VCydans € (théoréme de Kelvin)

, . -
Ceci entraine que ® = 0 dans €.

. - . - . . . .
Car si en Mg, @ n'était pas nul, en supposant ® continu, il existerait un

Mon)2
voisinage © de Mg o : @ (M). ® (Mo) > °’(—2‘l V Me ddob une

_)
circulation non nulle sur la courbe C¢ de la figure (car le flux de @ (M) a travers

Sg serait supérieur a m(IZVIo) - Se)
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b) Intégrale premiére du mouvement (A w = ()

Si 7 = grad ¢ est suffisamment régulier :

0

0
L'équation d'Euler s'écrit : g?z:d [% —a(% + H] =
o
g f"%a(‘:fm oe cor\(‘l'nlf"'('c '
s 0
d'ol lintégrale premiére -;-ag";- +H=f@|| + E‘

- . J .,4,—[‘-,‘.('[&/"/['““ em/&--w/'
- . - o ™ FWW‘:I'{MA;Z - . ,
Cette intégrale premiere que l'on prolonge jusque sur le bord du domaine occupé par le fluide a
déja ét€ utilisée pour érudier les ondes qui apparaissent dans les écoulements a surface libre.

On remarque que dans un écoulement irrotationnel isovolume on peut(séparer)la cinématique de la
répartition de pression.

b1) Sion connait @ (x.t), on connait la pression par l'intégrale permiére du mouvement.

Pour calculer I'effort exercé par le fluide sur un obstacle, il faut faire I'intégration J.p nds ouX

z
est la surface de l'obstacle , ? est la normale extérieur au domaine fluide.
Cela donne
" — - 20 > -
p nds = f(t) nds - P nds - - Jpgz n ds
z > 3 )3

11 l J/

0 théorie des
masses ajoutées

modélisation a
discuter Ce terme
peut étre nul

(paradoxe de
d'Algmbert)

poussée
d'Archimede
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b2) Probleme de la cinématique
. !
V = grado Ap =0
“ = 1l oe V Py al o
= Vp.n ala paroi
div V=0 [Lon 1
Exemple : Cas d'un_obstacle borné
AT AN Le mouvement irrotationnel d'un fluide parfait isovolume autour d'un obstacle
v,
° se déplacant & la vitesse V()) se calcule dans un référentiel li€ a l'obstacle.
—\ va"m,le
= -
Ona ¢@=-Vox+ ¢ olu0x estdéfini par + Vg
, : : - ?
@' est le potentiel de perturbation et grad@ 'jfl—>+oo 0)
——— R
on doit alors résoudre le probleme extérieur de Neumann : A@' =0 dans Q
Q'

W=+V)O.;) suraQ=Z

Cl\anﬁemml- de re Penenliel:
Ve (M= Ve{o)+n/wn silesye JLenbeainement
3

R dn
Dans R3 on travaillera dans I'espace fonctionnel :| Je (1) = & (0)+°("LA0n sRAR A ) >R (Fez 2 P dt .
P e ]-
Yetrys 2 B AV accetchabion e loreds

S S 2 of .
flmﬁ L (Q) et axi € L (Q) ’R - ’RI o= TV‘“( gttf ;‘Lf 2
~ {vh Ve(m + V-
\’3188 "Ye + x’RI

4°) Cas ou @ %0

Nous avons vu que la circulation de la vitesse était conservée au cours du mouvement. Il s'ensuit

- > ) . ,
que J‘ ®. n ds estconservée sur toute surface matérielle s'appuyant sur C.

‘ensemble des lignes tourbillons s'appuyant sur une courbe fermée engendre

fun qmg tourbillop (limit€ par une surface tourbillon).

" 4 k. oz o \ O A |
2 - o 4
57_" 4 AV ~~M(33{) Iw/w z Wl(a)ﬂ) . /
W P%} b N(..,FL(N\./\'\'1A€ .
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a) Théoreme d'Helmholtz

Si Sy est une surtace tourbillon a I'instant to, si on suit la surface materielle dans le”
mouvement, elle reste une surface tourbillon

- —
®.n

Cela résulte directement du théoréme de Kelvin et du fait que
tourbillon.

= () sur une surface

b)| Les lignes tourbillons sont gelées dans le fluide (ce sont des lignes matérielles)

_)
oW — - ) oXi

En effet : 5t = Rot (v/\ ) admet comme solution ;= 3?3 O] ()~( ,t=0) (Cauchy)
Ce qui montre que les lignes tourbillon sont gelées dans le fluide.

g . ‘e . Ve . —f IRy N
(On pourra étudier en comparaison 1'équation d'évolution du vecteur ol = MoM; ou Mg et M
sont les positons a l'instant t de deux particules voisines).
Il en résulte un mécanisme prépondérant dans le phénomene de turbulence :

si un tube tourbillon se contracte, la conservation du flux impliaue que ® va s'étirer

-
/)

€,

+ 4ot

t+ Al

€) calcul de la vitesse & partir de ©

iali ® 3 3 1 < . . .
Sialinstant t @ estconfiné 2 Qy , la vitesse est donnée par la loi de Biot et Savart (voir
Electromagn.) Do AgverAn

> Oa tu olidenl Zo Jﬂje@@
'\rv(ﬂ/ufbw v , -Z)(F;,t)/\(x-i) ;Ma&m ﬁ(’r" . ‘
.E,’W’ . e . = — i ilad d ;“émllLitﬂt D(( '&'M"“"
WQW',{,‘ (,,’f t) 4T 'Zﬁ - 5]3 ,..é 4 st lin, de &-{’w»‘/ﬁ{'e'i
Q Je vl - '
® — 27\,"::46\1_?/%0((1%)‘ !

hy

Loin de Qg , la vitesse dérive du potentiel ©

=l

erad oh W % TA0(E)d
4r r ~ ~
R

k
3 /

-
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On peut montrer que -a%—- = (). Cela s'interpréte comme la conservation de p L la quantité de

mouvement associ€e au champ de vorticité ® ( £, t) . Il en est de méme pour ie moment cinétique

Enfait @ etm sont conservées méme si la viscosité intervient.

—

-
V. wdx

R3

Iy a deux autres invariants : Ec =5 [ p VZ2dx et I'hélicité I=
R3

¢
) p)
- - ) v =os
En bidimensionnel : W = €3 =-Awyes (y estla fonction de courant) el *1
Q( B{J-‘“((‘Wn\\t(- vy T a_t*
1
. . . . . doy ) . Y ammed 434
I'équation du tourbillon peut s'écrire d_tl =Vijwj (vvin de 1 T
Vi (x,y) o .
Comme Vi (x,y)) on obtient Tl 0 = o conservé dans le mouvement
0

En stationnaire, cela signifie que w est constant sur une ligne de courant.

5°) Solutions_d'écoulement de fluide parfait

a) Décomposition de la vitesse (; Aelmholt
\4 9 régulierjdéfini sur Q, il existe une décomposition unique :

- -
_</ = grado + W
ou div VV = () dans Q
_..9
n

W

=0 sur dQ
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-
Lo or W et gradg sont orthogonaux dans L7 (Q2) car :
,\,W

11
Unicité :  Soit les 2 décompositions (1) et (2) de 7

ona g?a)d ((p1-(p2)+\7\71-\73 =()

J W.grado dx =J div (9 W) dx -Jq) divW dx =0

Q 0 4
L l
- —
J‘(«PW nds=0 0o o |
aQ (7Y E*::OMQJ[ Cu\u(tv-l{}‘o MJ’L

donc \’_\71 \72 L ga)d((pl-(pg) = \71 - \/72 =( etensuite @1 - @2 =cte

Existence étant donnée. comme W esttel que divw =0 , Wen =)

ﬁ
Ap =div V _ .
on cherche ¢ : 3 - o = solution ¢ unique (2 une constante pres)
== V.n
n

on définira W par W=V- g?gd(p

Remarque Pour un fluide isovolume. confiné dans une_enceinte fermée) tout mouvement est

tel que V=W (il n'existe pas de potentiel non trivial , @ #cte) .

b) solutions élémentaires ( de I'équation de Laplace)

o o
@p est solution élémentaire si | A @ = 00 (x)

ol ¢ est la distribution de Dirac a l'origine.

est une solution élémentaire
T —




)3\7‘7 / c'est le potentiel d'un écoulement source placé a l'origine
aj; T
= L\i&\ X
: A ~ Y <o 1~ . : g 3 it ot
; = gradQn = :t—— —, les lignes de courant sont des droites passant a l'origine.

n X
SOUACL.

Le débit a travers la sphére de centre O, rayon € :

-
€n

i-—-_r-i)ds =1
Ar €3

|3

— Si qy est négatif, on dit que l'on a un puits

. 1
Dans le plan, on verra plus tard que les potentiels sont en - log x|

Un_doublet s'obtient avec un puits et une source de méme intensité, placés en (-a,0,0) et
(a,0,0) par passage i la limite & — 0, qy — + o tel que 2 aqy = K (constante)

Par un développement limité on obtient

X.k

K ~
1(x) =-— —
¢ ~ 2n x|3

K = Intensité du doublet

k ou Tg la direction du doublet

~

¢1 (x - x0) =q;1 (x) est solution de Aq;l = K 8'kxg (X)

12

| S
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o 'k xq estladistribution définie par :

- -

YVae DR3) —> < 6'k_x0 , o> =-k . gradal X X0
-K

(pour le plan on travaille avec;ose )

2nr

Toutes ces solutions sont harmoniques en dehors des singularités.

¢) Potentiel de simple couche

On répartit continiment des sources sur la frontiere I de €, avec la densité ©

Par superposition on obtient un potentiel harmonique dans € :

G (&)
(x) =-— —d
Pz 4in Ix-E| 5
L L
appelé/potentiel de simple couche
Ap =0 dr
oesttelque op (3r,o) =] a (§) ds
r

En tout point 2 , on a bien Ap =0

si @ est solution de Agy =0r. © * Qg (convolution) est solution de Ap = G dr

13

Cette fois on superpose des doublets repartis sur I' avec la densité K (&), dirigés suivant la

normale extérieure.

| (x-€).n
On a alors P(x) =-—| K (&) = ds
~ 4n <~ x-€13
r
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ona AQ =-aa—n (K dr)

3
oil <%(K8r),a>= -jK(f,) % ds
r

e) CasdivV = 0 , Rot V =  donné

Soit —A)le potentiel vecteur de V(div 7:0) : _\7 = R—o)tz)

- — - .-
On car si Ag est une solution particuliére de 7 = Rot A avecdiv Ag = ay,

- o S
la solution générale est A = Ap+ grade.

ao(8)
d
x-€l E

En imposant div X=O ona AQ=-009= @Q(x)=—

Q

. - - ..
on peut donc modifier A pour que A soit a divergence nulle.

RotV = @ => Rot (RotA) = -AA =
——)
N o (&) . o (&)
dou A =— dx = 7: — Roty ‘
4m X - & ~ 4n * x-g =
Q Q

Comme RotA U =A Rot U+g;;d?»,\ﬁ

ici i? = ?o) (&) (indépendant de x)

on obtient V = 1

Q
i
c'est la@rmule de Biot et SavaB

— [




-

f) CasRot V = 0. div V = B

On aurait 4 résoudre A@ =3 . comme V= grade :

1 (X-2).8 (&)
Vet | ——= 4
ar Ix-&|3 <

Q

g) CasRot V=a . div V=P

Par linéarité on superposera les solutions de e) et f)

h) Répartitions particuliéres de singularités

- Sources sur 0z avec qy = cte = écoulement bidimensionnel ¢ = glLog r
T

— —
- . sy ) K x.k
- Doublets sur 0z , K et k constant = écoulement bidimensionnel ¢ =- ;—- 2
2r -
- -
WA X

- L p Ly .
- ® constant porté par 0z = écoulement bidimensionnel V =

2

) > -
-soitCfermée, w =m1T (W=cCte)

—_
(&'x)/\ T N
alors V = P ———dl =grad ¢
yré  16xP
- = -
0=- ® (x-&).n ds
) k-

15
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i) Discontinuité du champ de vitesse

Dans un écoulement de fluide parfait. il est possible d'avoir des surfaces de discontinuité de
vitesse.

Soit : divV =0 RotV =0 sur Q-%

- .- -
sur¥ ona: Vl-V3=/\n+t
T

plan tangent
si f est "régulier" par morceau, avec une discontinuité du 1° ordre en xq , la dérivée au sens des

distributions s'écrit :

Il iies
l

dérivée au sens des fonctions
(sur la restriction a 1 ou 2)

- - - -
Enposant7=gF3d(p+R—c)>tA , Vi=An+t

((}":5’/.,(,«‘,., V'-o et et /’euu&“‘"‘(

AL Lo D e Bl cise VAn &
- \ - = ' iivmlinumle LBV '
ondoitavoir JA@ = A s ¢t A A=(1T,n) 83 W"”L"“"" “
S — c'est le potentiel vecteur ¢ dant &
- T AN distribution de tourbillon surfacique de densité
— Alors A =-— 2 ds el A Clque >
4n Ix- & - = D
- = W = T.n
B i
z

- -
Une Surface de contact)( t #0, A =0) peut étre assimilée 3 unenappe tourbillon.

— A la discontinuité normale correspond un potentiel de simple couche.
P et NN e

Par superposition :
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- - -
Xn XA
Vix) = ! (szc) @ 4.1 (&-x) ds
-~ 4n G- x 3 an | | &-xP

6°) Princi L maximum et écoulemen

P e,

Dans un écoulement irrotationnel) I'énergie cinétique ne peut pas atteindre son maximum

a)
dans le domaine de l'écoulement (I'ouvert Q est simplement connexe)

En effet si le maximum était atteint en xg € € en choisissant 'axe Ox suivant 7(_ X(0), On aurait :

1 0
Ec(x0) =3P (52)°
En tout point voisin : E; (51) = % p [(g—(‘f)z+ (%%)2*' (aa—(Z‘)z]
comme ¢ est harmonique. a_(p I'est aussi (53‘: Ap= A g—‘f =()

ax

. d d
si Ec (x0) > Ec (x1) = |£ (50)|>|5-12(XI)I

comme% est harmonique, elle ne peut atteindre son maximum (ses extréma. en général) que sur

0Q donc l'inégalité précédente est impossible.

Par contre, le minimum (V = () lui, peut trés bien étre atteint dans €.

Il en résulte qu'en permanent comme P est minimum quand E¢ est maximum (écoulement a énergie
constante), la pressionfatteint son minimum sur 9. Si la‘cavitatiomapparait (lorsque P atteint la
pression de vapeur saturante du liquide. entrainant 1'ébullition), ce sera prés des parois.

b) Si n filets tourbillons engendrent un écoulement plan on peut montrer que la force exercée par
les n-1 sur le ki®me (xy, yy) est de la forme :
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ol vy est la fonction de courant de

oy

ay I'écoulement engendré par les n-1 tourbillons
0 A |V (sauf le kieme)

ox La vitesse étant calculée en (xk, yk)

0

On trouve donc une force de la forme ngc)l\u

. .—)
Si le k**Me tourbillon est libre, il va se positionner en (xk,yk) tel que grady =0

AT

e — ) . ..
Comme v et grady sont harmoniques en dehors des points (xi,yi) ol i # k,
donc dans un voisinage de (xk,yx) ¥ notamment ne peut étre maximum en

ad . L.
(Xk>Yk) doncé—\lg ne peut étre strictement négatif.

/' »‘(% (,4)

Or pour que I'équilibre soit stable, il faudrait qu'apparaisse une force de rappei
7,
bk /

i

)
|
|
t

)
(pour un point voisin de (xk,yx), c'est a dire N < 0.

!

) Cette situation étant impossible le/kiéme filet tourbillon ne sera pas en équilibre stable.

‘ e ; / /f
;
0) Parmi tous les écoplemepts de flu‘ide‘p.arf.ait dans Q mg.u.lmr
c'est 1'écoulement irrotationnel qui minimise 1'énergie cinétique

Soit la décomposition du champ de vitesse :

7=gr;()1cp+\7\7) (avecdivW=O, V—V)._ﬁ)=0 sur 0Q2)

¢ est déterminé par Ap=0 dans Q

= Vp . -H) sur 0Q2 (condition donnée)

donc (p ‘est uniqueApour tous les écoulements)

—)
V2 =/ gradgl 2+| W | 2 est minimum lorsque W=0

D'ou la propriété cherchée.




II - ECOULEMENTS PLAN (o tlolivuncine )

1°) Propriétés générales

ﬁ
U (x,y) el
. -
Ona v RY, (X,Y) es
-
0 e3
U= a—a“i
. . y
si W est la fonction de courant
ve.o¥
-7 oox

e-cou[c;‘wo& [ Cncemphess (ble
A

—_
- On a bien siir, et ® =- Ay e3
_)
. do
-OnadéjévuqueT =0

- Si I'écoulement est irrotationnel : Ay =0

- Sur une lignedecourant:-dl - =dy=0
dy oy

ady ox

V est donc constante

- Le débit (par unité de profondeur) entre deux lignes de courant 1 et 2 est gy = Y1 - {2

- Le potentiel ¢ et la fonction de courant v satisfont aux relations de Cauchy :

&.Cbulﬁnéﬁ f L'No('&fo,'mm([

op 9y dp 9y
ox _ oy et dy ~ ox

e ———

On travaillera ainsi avec le¢potentiel complexe "holomorphe'/(éventuellement non uniforme)
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't v otz-x+iy |

f(z)y=9¢ +iy ol z=x +1y

= . -
avec d&f =u-iv=| Vi@ sV ot Vzvedy.

N ' _)
ou o est l'angle de V avec Ox

e( frmee

/_
On remarque d'apres le@ue si f est holomorphe dans C\@rs f est constante,
F o e A A e B,

doncfun écoulement ne peut apparaitre que si f admet des singularités dans .c.lj

- vl dirand, . . L . / sl ce yre L& nelal o (‘*"‘jj
Kevn* b m% ad Atnn deh =D M{W‘L{’YC/W [ t[é«( sur &t oulcmtn‘/'s ) )
lowt ement-

- Si le domaine 2 est multiplement connexe rolal ronnetae! gfom,/-,?“-u” sev
en oleg pm'r\/'g gt’ﬂ‘su((ﬁ/as

si W(z) = U -iv et si C est fermée et entoure Q' (non homotope a z€ro)

ona: § ;(z)dz =J udx + vdy +i J udy - vdx

C [ (o)

J 7.8+i J V_n)dl

LL VO = T4iQ
v

si"ou Q=0 = f n'est pas uniforme

'+iQ

g(z) = f(z) - Log(z - =)

o zce Q'

2°) Exemples
ayf(z) = az, (pdle simple aI's) a=o0+if
onaalors: ¢=o0x-Byety=ay+px

u-iv=o+ip \/\/ 4= che.
N

e
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b)f(z) = 2, (pdle d'ordre n & I'=)

Y=rsinnd, g=rcosnd,u-iv=nrt-leiln-18

3

“Ecoulement dans un angle n/n
| A . T
¢) f(z) =7 (pole simple a l'origine :

sin@ coso
T0s

Y =- , u-iv=-r—§- (cos20 — 1 sin20)

A
{aiocewu tecki
LB (e
:z-c\‘it{ouwi-< g " \

| ﬁ% ’
d) Source et puits :(f(z) = lel L@ gv > 0 source
- T

qv < O puits
9v8 9v LGy
== , @p="Logz , u-iv=
v 2% ° 2n & 2nz
l

non uniforme
nécessite une coupure :

le débit sortant de Cy =0 Q ¢,
L dkGsvey (5 f-
e

e) Tourbillon :€(z) = ;_I‘ Loga
-_— T

Cela revient a faire tourner de - 7/2 le réseau orthogonal de lignes de courant et d'équipotentielles
d'une source. I' est l'intensité du tourbillon.

w—LLo r —+E u iv-—£
2n Br. @ 2 2z
e

non uniforme
nécessite une coupure

. @t
La circulation sur C; =0 Le
) " surCo=0+ -9 =T -
(_e\ %
<.




f) Ecoulement source-plan

>

{ %MQ
/ py |¢ J wmaqe
S g me“\ojc S /l ’] ‘t S’ 3
e / <> P RS >
/ —"f-*\ e X
v -Xq \ oy / o
/ vl C
< {1 ‘ [ et So‘ 9(°
-xo /

g) Tourbillon - plan

/

7
T /
19 y
/
/
h) Tourbillon - cercle

T )\

i) Source - Cercle :

T' = tourbillon image
ici zg = x¢

’ -ilC Z+Z
f(z) = - Log ¢— 20 )

T inverse de T . 2 '
par rapport au cercle }—» OT'.OT=Rg, oty Of

- il Z-2
f(z) == Log (——0—2 - Z.O)

y 2 = : s '
aveczpz'o = RO z'o = conjugué de z'g

s'obtient en placant S' inverse de S avec gy et un puits -qy au centre.

’
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3°) Transformation conforme

Nous rappelons ici les principales propriétés.

La transformation conforme nous permet de travailler sur des domaines plus simples pour lesquels
les écoulements a potentiel sont facilement calculables.

Ce sont des transformations bijectives qui, & un domaine Q du plan (x,y), font correspondre un)

domaine £ dans le plan (xg, yo) et définies par F holomomhc. l

z=¢0®)
§=F(@

z=X+1iy € =xp+1iyg
Plan des z Plan des £ (image)

- F transforme un écoulement isovolume a potentiel en un écoulement isovolume a
potentiel.

- Les points singuliers se retrouvent dans le plan image et restent du méme type (source,
tourbillon ...)

- Les lignes de courant et les équipotentielles sont transformées en lignes de courant et
équipotentielles.

- L'extérieur d'un contour fermé "régulier" C peut étre transformé en l'extérieur d'un
cercle de rayon 1 (centré en O) (voir¢héorémes de Riemann) avec

+oc0

0 =ag+a &+ 2, "
n=1 &N

si la transformation est holomorphe dans €2, elle ne 1'est pas toujours sur Q=QucC. Si
C n'est pas de classe C1, notamment.

Exemples :

a>h<é>=ala+%l

transforme l'extérieur du cercle & = ei® en I'extérieur de I'ellipse
—_— -_—1T ——

X = (a] + a.1) cosH

_ z=ajei®+a e
y = (aj - a.1) sin6 }

(Attention, il faut que ¢' (§) #0 VE/[E| > L. Doqc que aj - % #0=laql <lail)
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/ SZo A $
/\
\‘& & v
s T/ 77 o

NN NN

0'/////”

¢) Transformation homographiques, transformation de Schwarz, Joukovsky ... (voir cours de

Math, voir exercices).

4°) Efforts sur un obstacle

Dans le cas ou 'obstacle définit une ligne de courant fermée Co

Si on ne tient pas compte de la poussée d'Archimede et si I'écoulement est stationnaire

\V22
T'effort dd au fluide : § pnds=§ - pT

-
n ds

C C

_) . , . N v
( n est la normale intérieure a 'obstacle)

Soit f le potentiel complexe de I'écoulement

of df

surCoona df =de¢ =% dz = Edz (puisque Y = cte)

Wds=-dy+idx=idz

of
2 e
v T dz

donc Fx +iFy=-p 3 § & %f dz

En conjuguant on obtient

= . i dfy2 c
-iFy=p3 éﬁ (gl dz E

armu(” u[( Bt’&{,z'ug
n lcé €n ecovltnent

O <

(o""\"['& £¢onne l )

_)
Pour le moment /0, comme OK/[ A A est donné par

Ac | 0
Ay 0
O XAy‘yAX_—"I'n[Z(Ax‘iAy)]




25

on obtient

M/0 = - p/2 Re($

Co

Ces formules sont les formules de Blasius (dans le cas ou C est une ligne de courant)

a) Cas d'un cylindre placé dans un écoulement uniforme

a] - Cylindre circulaire (rayon Rg)
\

2
— Le potentiel complexe est défini park(z) =V, (z+ Ro ) !

z

f' (z) =u-iv = Voo (1 - Rp2/22)

f2 a un seul point singulier en 0

comme le résidu de f'2 en O est nul

Fx-iFy =0 Il ne s'exerce ni portance (Fy) ni trainée (Fx)

maisdanscecas§ 73:1‘:0
CO

-SiTrr#0, \f"“(z) = {(z) - ;L Log z |est un potentiel (non uniforme) qui convient.
— _Tt

Sur le cercle la vitesse est bien tangente avec Vg = - 2V, sinf +

2nRo

. r .
Vg=0 = sinBp = ———— , on obtient les 4 cas :

r=0 I'< 47V.Ro ['= 4nV.Ro [ > 41V.Ro
0wt ‘s,
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— Théoreme de Kutta Joukovsky

On montre alors que :

Fx'le=FVmpl

(a faire en exercice)

donc si I" # 0, une portance apparait et la force de trainée reste nuile.

L'apparition de la portance est 'effet Magnus.

Cet effet a été exploité il y a une centaine d'années. On a remplacé le métet la voile par un cylindre
circulaire tournant. L'adhérence de l'air sur le cylindre permet alors de créer une circulation.

Ces mats cylindriques mobiles posaient de gros problémes mécaniques. On trouve aujourd'hui des

structures cylindriques sur I'Alcyone” de J.Y. Cousteau (turbovoiles) mais le fonctionnement
repose sur un principe différent (étudié par L. Malavard).

a2 - Cas de cylindres de section quelconque

Par une transformation conforme* on peut se ramener au cas précédent.On trouvera toujours une
trainée nulle : c'est le paradoxe de d'Alembert.

La trainée est diie au frottement visqueux et 2 la présence d'un sillage qui n'entrent pas dans le
cadre de cette premiere modélisation.

* en exercice

.. ) i df i df o d
¢

0

oﬁ?(&)=Vm(§-R02/§)+§ELog§ et z=a0+a1§+% a-n/€n
s

a3 - Effort exercé par des filets tourbillon sur un autre

Soit n filets tourbillon verticaux situés en zx d'intensité I'x. On calcule la force exercée sur le jieme
par tous les autres.

On peut considérer que le ji®me tourbillon est placé dans un écoulement "localement uniforme” dont
la vitesse est celle de I'écoulement induit par les n-1 autres tourbillons.




soit Yy.1 la fonction de courant de €p-1

T en zj elle vaut Yp-1 (zp
/'ﬂu‘? ~ 7}0?

A oWYn—

A 7y Vil
F . - ay
o0 et la vitesse V o
OVYn-1
- —ox (7))

La circulation est donnée uniquement par ie mouvement induit du jieme tourbillon Ij.

La portance est donc orthogonale Voo et se calcule par la formule de Kutta-Joukovsky :

?=pl"j 0

a‘I’n-l( OVYn-1
ay Zj) ox
.—)
A oWYn-1,_ = pI oWn-1 = plj grad ¥n-1
T Tk 3D Jy
0

_9
F = pl'; grad yn-1

avec £ &) = 5, -—TkLog (zj - 2k) = Pn-1 + 1 Wn-1

n-1 n#j

a4 - Effort exercé par une source sur un plan

Par la méthode des images on obtient le potentiel complexe

\
P,é _""q|
, /l
/RO\\ //7
<~ 7
\/r.
\
‘."-—o-!:—
Z
7
~ /!
~ A
(Pf
%Ro.

£(2) =2 Log (z - x0) (z + X0)
2n

f’(z)=91(1 p— )

%, on\Z - X0  Z+X0
—- X
> 2
oy = Qve 1 1 2 ]
f2@ 42 |:(z-x())2 * (z+x0)? * (z-x0) (z+x0)

Fr-iFy = lim py § £2dz =2in (py) x résidu (f2, -xo)
0—ee Cr,
@ L
4n2 ’ X0
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donc | Fy=0
Py’ : : 5
Fx = On remarque que la source attire le plan contrairement a ce que
TX(Q
I'on peut penser.

a5 - Effort d'un filet tourbillon sur un cylindre circulaire

La formule des résidus et I'étude a3 nous ramene a
calculer l'action de T sur I'image T’

__)
R NP . REEN F =-p T gradwol Ro/z,
T JF .
W B ovvo=ta]- ELog s 0]
ﬂ% 2%
(vorr exercice)

ag - Effort d'un filet tourbillon sur un cylindre (elliptique par exemple

On se ramene au cas précédent par une transformation conforme

% =(§)=. ‘gﬁ v asb

| 43
<«
%5+

;
1

plan des z plan‘ des &

Fx-iFy=ip/2 i £2(z) dz = ip/2 § [f‘(g) 12 (%)2 i_zg dé

€9

ou f est le potentiel complexe dans le plan des z

~

eef " " " " des & (voir le cas précédent)
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~ dg

-1 =01 g 2 =
Feeiy =pi [ (FOP 25

- i
avec T (&) = 2= [ Log (&+ &) - Log (& +—-)]
21 §0

et?;otelquexo=% ﬁ()+a—'tl
&o
, atb a-b e o ;
'€ = > - 7—§_2 sannulenten &; et € ; se trouvant 2 l'intérieur du disque.

~
'

s (o f 1
I reste ensuite a calculer la somme des résidus de — en E1, Epet—

Le calcul est tres facile en utilisant un logiciel de calcul formel type Macsyma qui peut calculer les
résidus et aussi des développements asymptotiques (on peut par exemple traiter les cas a 0
ou b — too ).




I1I - INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE

1°) Introduction

Lorsqu'un obstacle est placé dans un écoulement, sa présence pertube le mouvement d'une part et
d'autre part est soumis aux efforts exercés par le fluide. Ceux-ci peuvent modifier le mouvement et
la forme de la structure qui en général est déformable.

L'étude de ce type de probléme comporte deux parties : hydrodynamique et comportement de la
structure déformable.

Exemples
- Lubrification hydrodynamique :

Etude du mouvement de l'arbre tournant sur des paliers fixes
Etude du cas ol par exemple les paliers sont déformables (€lastiques)

- Etude des phénomenes de résonnance

sur une aile d'avion

sur un pont (destruction du pont de Tacoma)

sur un cable.....

sur un réservoir contenant un liquide avec surface libre...

Un fluide en mouvement par rapport a un obstacle exerce sur celui-ci des efforts surfaciques de
contact. On peut distinguer plusieurs contributions relatives a des modeles différents :

En se plagant dans les cas ol le nombre de Reynolds Re est grand :
a) Contribution de 1'écoulement extérieur

Un écoulement 2 potentiel de vitesse, uniforme a 'infini n'exerce aucun effort si la circulation de la
vitesse* autour de l'obstacle est nuile. L'effort de portance sur un cylindre est attribu€ a la
présence d'une circulation I' non nuile. En fait, il faut mettre en mouvement soit le fluide, soit
l'obstacle.

Au début les effets visqueux interviennent. Une modélisation plus complete doit prendre en
compte notamment des effets de sillage. La trainée est toujours nulle (paradoxe de d'Alembert).

30
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b) Contribution du frottement dans la couche limite

Les contraintes tangentielles a la paroi T =l 8_3‘ y=0 interviennent dans le calcul de l'effort.

Cependant la contribution la plus importante reste celle des contraintes normales déterminées par
I'écoulement extérieur et I'écoulement dans le sillage.

el

2°) Notions d'aérodynamique
a) Définitions
On considére ici les efforts exercés par un fluide en écoulement permanent, uniforme a l'infini
. = et st s 1 . . g . . .
(de vitesse Voo ) sur un obstacle "régulier” tridimensionnel ou bidimensionnel (cylindrique) borné.
On distinguera :

les obstacles non profilés et 4 arétes vives (plaques dans un écoulement, par exemple)

et
les obstacles profilés pour lesquels les lignes de courant contournent la paroi sans pratiquement
se décoller.

— Efforts
? : Trainée
- "_'"'>
P : Portance 79
8 : Couple oo
S : Maitre Couple
T - .
Cx = T3 coefficient de trainée Peaw o-zu\o%o\«.aj
2 a V.,
CyouC;= 1———P———- coeefficient de portance
C .
Cnm= T 2 coefficient de moment
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Pour des R grands, T est die principalement :
- a la résistance de frottement pour les obsacles profilés

- a la résistance de pression (de forme) pour les obstacles
non profilés

Cp =(P-Po)/1p Vozo est le coefficient de pression

b) Obstacles non profilés

Exemple. Cas du cylindre circulaire (longueur infinie)

_é
Par raison de symétrie P =0
On a les différents régimes :

Voo % Laminaire non décollé
— R.<<I (Stokes) \@?

5<Re<40 @%\ Décollement laminaire
of symétrique

Allée tourbillonnaire de
Von Karman

200<Re Ecoulement subcritique

Ecoulement critique

Ecoulement supercritique

Si on fait tourner le cylindre, il apparait une portance correspondant a l'effet Magnus
(pour Re >> 1). Cependant 2 faible Reynolds la portance s'inverse (I'explication vient du fait que
les couches limites ne se décollent pas de la méme maniére en haut et en bas du cylindre).

L'apparition de tourbillons alternés se décrochant périodiquement induit une trainée périodique
dans le temps. La structure peut entrer en résonnance si sa fréquence propre coincide avec celle des




o tourbillons. C'est ce phénomene qui fait "chanter” les fils électriques et qui est a l'origine de la
e destruction du pont de Tacoma aux USA.(En fait, dans ce cas, par I'écoulement il y a un fort
' couplage entre flexion et torsion).

Des études sérieuses doivent étre faites concernant le comportement des structures non seulement
par vent fort mais aussi par vent faible.

Une analyse rapide montre que S; =f (Re) ol R = P_Voo“L
i

et le nombre de Strouhal §; =fp Vﬂ ou fqest la fréquence de décrochement.

c) Exemple de modé€lisation et de résolution

On considere un profil convexe dans un écoulement plan. On suppose que le sillage est une région
de fluide mort (au repos)

Comme P — P quand x — « , la pression dans le sillage vaut Pe.

La frontiere libre I'} séparant I'écoulement extérieur du sillage est :

- une ligne de courant I}
- une isobare P = P

Ay = 0 dans Q.

y (fonction de courant) vérifie :{W = 0 sur I'g et ']

Igr;)d\yl =VysurI)

|X|=4o0 _
etaussi grady —— Vo

V| est une constante positive (£ V). Dans notre cas ou Ox est asymptote de I'} : V| = V,,
(théoreme de Bernoulli).

Si ¢ est le potentiel de vitesse, V le module de la vitesse , 6 l'angle de 7 avecOx ,ona:

W -ia—x =$ +lay




On prend Comme nouvejje variable Z

=% iy
dg

Cette transformation est

particuliéremen; intéressante car la
1
cercle| Z| = v

Soitt = Log %
Dans le plan (t,0) ona

On résoud - V =y (z,0)

Ay =0  dang Q'
y=0 sur 0QY'

oy

—_—

* condition syr gr;c)i\y 96

5 Pout dua -P/oem"a&
d¢ s teme MM

o ( fauﬁeubz ﬁoulm@;)
oz

d) bstacles profil¢

On distinguera Notamment |eg obstacles de révolution et les obstacles bidimcnsionnels (aile
d'avion, aube de turbine)

_____,_-—T_: = 2
> =P — M %_ﬁ’gie_
v

<0




L e s 3D
- L'étude de 1'aile cylindrique est fondamentale aussi bien pour ses applications a l'aile d'avion
que pour ses applications au calcul d'aubes ou de griiles d'aubes de turbomachine.

$q0561u.b

-Lxha.éos

A = bord d'attaque
B = bord de fuite

d1) Naissance de la portance

Lors de la mise en régime, les effets visqueux interviennent, il se forme des tourbillons qui en se
détachant vont emporter une circulation I'y.

La circulation de la vitesse sur toute courbe suffisamment éloignée de 1'obstacle (dans le domaine
ot le fluide a un mouvement obéissant aux équations d'Euler et a potentiel de vitesse) est nulle. La

circulation I" sur toute courbe entourant le profil et suffisamment proche esttelleque : I'+ "1 =0.

— - -F=Q -
V - Y
/ ,._._"JA = Bo
(= n
\\ - /
Mo ~. — - — 7

Donc en régime établi, lorsque I'; sera rejetée a l'infini aval, la circulation résiduelle vaudra
'=-I

Joukovsky supposa que la circulation devait étre telle que I'écoulement extérieur ne ne puisse pas
contourner le bord de fuite (la vitesse ne serait pas bornée)

—

P

—

=0 point singulier '=-Ty

_.)
Portance nulle P =20
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d2) Caractéristiques

On constate que la différence de pression entre l'intrados et I'extrados est plus grande dans les
régions de forte courbure donc dans un voisinage du point d'attaque.

La vitesse sur l'extrados sera beaucoup plus grande (dépassera V.. ) et donc, d'apres le théoreme
de Bernoulli, la pression y sera d'autant plus faible. C'est a I'amont de l'aile que nait la portance.

Pour un profil d'aile donné et un nombre R >>1 donné, on définit les caractéristiques
Cx = Cx (i), Cz = C; (i) et C, = f (Cyx) (appelée polaire d'Eiffel) ou i est I'incidence.

.1\
&y ‘caoa\\acae ,1\
C* . Ce 440.
K
J cfiblme sl
°,4.4 - o°
0 ' =
Ao®° “ \ >
1 2.
N e
£huuc‘awu, QL\ALC ?apawi.a 3)8':?9‘0

Lorsque i est trop grand, la couche limite décolle. C; diminue, Cx augmente : c'est le
phénomeéne de décrochage.

Pour une étude expérimentale, on peut utiliser les moyens suivants :

Soufflerie, balance aérodynamique, prises de pression, anémométrie (fil chaud - laser ...),
visualisation (par fumée...) cuve rhéoélectrique (méthode analogique).

d3) Aile d'envergure finie

F =0
. e La différence de pression entre l'extrados et l'intrados
i Z e crée un courant transversal aux extrémités de l'aile, qui
Voo " provoque la création de tourbillons marginaux. La
) — & : -~ circulation de la vitesse de I'g & 0 pour C; et Ce. Comme
L_C: ~—— - _ pour une envergure finie I’ dépend de z* on place
T——— RS . . . 1 [ .
- derriere l'aile des filets tourbillons d'intensité dI" qui ne
~L/a 7 N o~ . se referment pas en général en un filet unique sur l'aile.
SN T e "
° ~ ‘kou.»&‘%on noung . =
* en général la répartition est plutdt ellipuque. "o
T A
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Ces tourbillons créent une composante de vitesse verticale vi appelée vitesse induite, pour

p = - X . . '
'écoulement V., + v; 1'effort est orthogonal a la direction de ce mouvement. 1l ne l'est plus par

Ny Ao s . -
rapport a V. , une trainée induite apparait alors

3) Obstacle en mouvement non uniforme

Pour mettre un obstacle en mouvement, il faut fournir 'énergie cinétique de I'obstacle lui-méme et
I'énergie cinétique du fluide qui I'environne.

La théorie des masses ajoutées consiste a remplacer l'obstacle et le fluide par un systéme
€quivalent d'un point de vue inertiel (masse et moment d'inertie).

Calculons par exemple la masse équivalente dans le cas d'une translation de l'obstacle, pour un

domaine fluide infini. Ao )ot,’ prlolio deo-
- 9, e slegel 44 b.f.". Thaan e
Soit V = grade,  satisfaisant a : e £a wke(v;&ﬁ- D L aend N
. . .
- Sle A vy Tue et p= vl v (' ot £
hT A¢ =0 dans Q.
0Q -

=2 52 = Vo®. 1 dans 3Q

gr?d(p — 0 quand |x] »+oo
Ay -

Le probleme cinématique ne fait pas intervenir explicitement le temps :

\f{: Leare ol( rr[cm/c&{

. 0; IX|—+o0
Son(pitelqueA(pi=O,-% =€i).7 » i =——>0
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. - .
On écrit Vg = V; e; alors @ = V; @; est solution.

1 — 2 1 9 1 00;
Ec=|3p lgradgldx =} 5p a%cpds=§pvivjf<pi%ds
0Q aQ
Q.

, f-'\mc
- fawjd o mE¢€ 'Ler“'“’( 1""' a/( &\
mij = p JOi 3, S"(ME .,
oQ

ouk;= % mjj Vi Vj avec

L'énergie cinétique totale du systeme fluide + obstacle :

| (mg 8;; + mijj) Vi Vj
Eiotal = 5 i’ 2
~  masse tenseur de
de l'obstacle masse ajoutée
~7 -
€3 ¢
On remarque que m;jj = mj; => il existe un repére principal 1 €A R

Exemple

00
m'O ]
0 m"

11
o =y

g,_\fg

sphére cube

Il faut remarquer que la masse équivalente est un tenseur du deuxiéme ordre. Le fluide est
caractérisé par un seul scalaire dans le cas ou I'obstacle est une sphére par exemple.

Pour une sphere, choisissons 0z dans la direction de la vitesse et passons en coordonnées
sphériques :
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r o
Récose N N,
3 or
3 7
R;cosO
0 .
alors(p* = ) =>W< 0 fé(p (f
R>sin®
0 -
\ 2rd ©6
2 o6
R
= 2
|\TV)| 456 (1 + 3cos<0)
= = P RS 1 + 3cos28
Mf=mI et m=—j J w3 r2sin 6 d6 do dr
Qe
+o0
6
PR 2 4
m=—4Q 2n i[ J 1i-%:ﬂsine de dr -k
o "0 '
+o0 n
6
TpR
m =—j 9 dgr . J (1 + 3cos26) sin6 dO
0 O
_ 1 47th 1 Ag = volume de la sphere
soit m=s5p—3— =3P Ao tm est la moitié de 1a masse d'eau que pourrait contenir
la sphere

La masse du systeme sphere + liquide est donc :

M=Mg + m
l l
masse masse

spheére ajoutée

e i
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4) Interaction dans les turbomachines

Dans une machine réelle, un fluide en écoulement permanent (mouvement absolu) ne peut ni
fournir ni recevoir de 1'énergie.

En négligeant les effets visqueux (qui provoquent une perte dans I'énergie transférée entre le rotor
et le fluide) et en supposant que le mouvement absolu est a potentiel de vitesse, on a :

oV -
T =-gadei
si Q; =0 = H =cte: le fluide ne gagne, ni ne perd d'énergie a la traversée du rotor
- .
H H o €olzo APz

dH
Calculons T @ ot gradH . v

en utilisant I'équation d'Eule TRl Tallen (=)

par la définition de H, = |D¥ = L 9P

" pg ot - )
[(*""6 Bl T‘L‘”(’!“‘A &“Muhmmt h./(/M‘L* ,\: 1o

. . . . dP
La variation de charge est li€e aux fluctuations de pression pTy

En fonctionnement constant, c'est le mouvement relatif qui lui est permanent.
On suppose que le rotor tourne a la vitesse @ autour de l'axe fixe 0z

Soit Ry un repere lié au rotor

% /FZ posons : R=r
' Z=z et P9, zt) =Py (R,0,Z)

6=wt+9¢

on a alors ;

donc
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On en déduit donc :

pouruneturbine% <0 = % >0

pourunepompc% >0 = Lo g -

P4

A aw | —>do0 -
f -

\
maﬂ%t(f’) —//—‘l/;/:‘“"' - - j S— - —

<0 €
h
e e M Ve ’ . . P q
En passant du référentiel fixe R au référentiel mobile R (,, les opérateurs grad, 4, .... ne changent
pas.
— - -
v Ye + Y +20A W
Ona vy = | ) .
entrainement  relatif vitesse relative

2
¥ =gmd (22T (o

2
7o R AT g

En stationnaire (relatif) on a
2 A
p(R_o)tW-f-26))AW+ gr—a)d(pgvz—-f-})-p—z-) =0

ou U est la vitesse d'entrainement : U = or
Lons Ao bhonie 4 Caken ~e donml bt ime dows 4 con o
[
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en projetant sur une ligne de courant relative :
A 2
* W.g?a)d (p¥+P-p%-)=O
U

P - A
a9 . P wW2. (2 .
, la charge relative : Hr = — + —z—g— est constante sur la ligne de courant

Pe

relative.
Si la dissipation visqueuse intervenait on aurait une perte de charge relative

si s est l'abscisse curviligne, suivant la ligne de courant relative, on a :

3H JH-H) _ 23
9s  Os ; = Os V.U

donc de l'entrée 1 a la sortie 2 du rotor

—> g A
AH = T}1.1.11 - vZ-UZ Formule d'Euler « L M%r @ %é

A

- Lorsqu'on décrit I'écoulement dans le repere tournant il faut écrire :

V=W+U=RtV=RaW+20

donc si le mouvement est irrotationnel en absolu, en relatif ce n'est plus le cas :

2
s
e
-
3
g .

ROtW =-2 0

dans ce cas 1a : H; = cte dans tout le fluide.

- Les conditions limites sur les parois du rotor sont W.n=0 et 7 . n =0 sur le stator.

Remarque

En général il n'existe pas de ligne de courant absolue allant de l'entrée a la sortie et qui ne
rencontre pas de paroi. Cela n'est vrai que pour les lignes de courant relatives.

Soz\’u'.

b;oaw_g upa"ive.g.-
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Exemple : Ecoulement dans le rotor

- o —
(1) RotWe2 w=cte

-
(2) divw=20

\TV)_S = (O sur les aubes

Ecoulement bidimensionnel ( '(I)) 1 plan d'écoulement)

d oW,

en polaire : o Wgr -E =-20r ¢))
2w+ e @
Casd radial

si Wg =0 (62)

(1) = Wr= 20r8 +k(r) + 0 (62)
y

/ (2) = Wp = - 2 082+[k(r)+r k'(r)] © + h(r)
W_ on choisit k + k' =0, h(r) =0

D
&=

Alors
A
Wr=20rf+ < +0(0?)

W =0 (82)

= P .
W.n =0 estvérifiée au premier ordre




EXERCICES

FLUIDES PARFAITS

1°) Examiner les écoulements isovolumes irrotationnels a lignes de courant parali¢les rectilignes, a
lignes de courant circulaires concentriques : cas d'un fluide réel entrainé par un cylindre tournant.

2°) Soit p = p (T) ou T est la température.

Dans le champ de la pesanteur et dans un champ de température donnée, €tudier les posibilités
d'équilibre ou d'écoulement irrotationnel du fluide.

3°) Caractéristiques de 1'écoulement donné par

Vx=asinz+ccosy écoulement
\' b si + a cos A B ¢
= in x z
y l l l
Vy,=csiny + bcos x Amold Beltrami Childress

N e~ . g g s gr ' . g
4°) Dans le cas ou Rot f #0, étudier la possibilité d'existence d'écoulements permanents a lignes
de courant fermées.

59 a) Montrer qu'en permanent la charge reste constante sur une ligne tourbillon.

b) Montrer que I { —i)/ F)) d X estconstant ( g% =0)
R3
(ouI= J _\)IZ)) dx  =cte si Xt = surface tourbillon)

Zt

¢) Méme chose pour J' V2dx
t

6°) Déterminer I'écoulement au voisinage du point d'arrét ol on négligera la courbure.
7°) A partir du potentiel complexe f(z) = Az?, calculer I'écoulement dans ou autour d'un diedre

d'angle a.

8°) Comment doit manoeuvrer un sous-marin immergé le long d'un quai rectiligne ? Mettre en
place le calcul.




