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ETUDE DES COORDONNES CURv'II_IGNES ORTHQGONALES

(sous forme d'un problème)

-

~ -

~.{ Préliminaires- : Soit. i1 un point èp l'espace Euclidien affine.g3, il peut êt.re repéré

~ ; par X1' X2' X3 coordonnf.~s dans un trièdre cartt=~ien fixe (al k1' k2' k3) ou par trois

parAmètres x1' x~, X3 (par exempl~ r, 0, X3 en coordonnées cylindriques ou r, 8, ~
uri co()rdonnées 3phRriques) formant ur SYf.tFjmf3 de coordonnées local(3s.

L.es slJrfaces x.. = c.onstante, x,; = ~onstante. x~ = constante se coupent deux F1
1 L. '.'

deux suivant les courbes appel:!8s ktg.rIP~, coordonné~- le lon~ desquelles un seu) paramè-

tre varie,
E:n tnut poirt ;je:; l' r3SpaL,e pass8r-t 3 lignes coordonnées; si ces lignes sont or-

thogonales entre f:!lles en chaque poir.t "1, on dit t:1Uf:: x1' x2' x3 forment un système je

_c~ordonnées curvilignes ortr,ogon_a~. A 1" [",1. ff'é.rBnce a\/EC les coordonnées cartésie~nes,

les lignes coor~~~né8s ne sont ~Jlu5 ici d~~ direc.tion fix".

A c.haque ;:..~ir,t i1(x 1 ' x,;, x~) de.D,3 (~'n associs le vecteur: M(x)= X :! ()(.) ki ; l:1s
.: ,:) (;,1 'dM dM -3M .--

vecteurs tangRnts aux l 19nss coordonnées en f'1 srJnt alol'S : ~ , ~ ' ~ .
dx1 "x2 "x3

Les conditions rl'orthogonalit~: se trarl'uis~.nt par:

..
l'M (:ji1(1) -r-. 7\- = K Ô1 "'oX" uX . . J

1 J

~
i pt l'on pose:
i / -+ ~ (2) -; = ~ \ ~

\i dX. ;)x.
1 1- --

(le trait sous l'indice i signifie !"~u'j.l n'y a pas somation en i ou encore que les

deux indices soulignés ne comptent qu" pour un seuJ). Les vecteurs 81 forment un trièdre

local orthonormé:

(3) ei .9. = 6. .,
J :l.J

et l'on suppose que les paramètres x1' x2' x3 sont numérotés de telle sorte que ce re-

père soit dirpct.
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1 - EL~ME~!T.~, ~f 1_("I'r;(Œur~, Df .SURr/..CI~ ET VE 1';~'\LL!~fr FI' C('{'1:'Vù~JNEES' CUPVILlr'!f,~ r1RTHrl-
-

(';OI!~.LF:~ .
1 ~., 1;;-,) fn posant hi = ~ t"ontrer DUS l'~lf:~f~nt dA l:JnguGur dE", 135t donné r,~r

- . >'. .
].

, --~ ~ 2 ,- 2 .., 2 ? 2 .. "1- - ,( ,- - " - ~ .:-
(4) dE: Z 1 df11 = h1 dx 1 + '-'.., rlx? + t,~ dx 3 =, h. dx

i~ L ~, J-

" --
~

\

; b) ~ojt dO' un t?16/'1~nt de surface de (!;3 décrjte ~Jar deux paramètres a et. f3

de t"311e sorte

-~ -.,

( " ) ~r-11\ ::Ir, - À -+., -- .- - n- ;)a ;:),':

~?:~;;- -+
~:;:", (n vecteur "norm~l'3 lJnjtajre" à la 5urface).

,~~'~
,':',:.-'; montrer alors C1ue da est défin~. par
,.'. -- -

-+ -+ -+ -+
(f.:) n da. h2h3 dx2dx~ 81 + h3~1 dx3dx1 e2 + h1h2 dx1dx2 e3

(ici il y a sommetian er. i, J, KJ mais les deux indj.ces i soulignés ne comotent que

pour un seul, ainsi que les deux indices j ~~ulignr,s).

On obtiondra (C) en notant que par définition

(]) -+n" ~ ~"dM',

-+ -+,
dM et dM étant deux déplac'3ments infinit~simaux de M le lonf~ res~ective~'9nt
d~s li~ne5 a = constante et ~ = constantG.

On pourra ainsi utiliser 185 id~nti t~)5

-+ -+ -+
(0) 8i Â 8.i = rijr, ek et

O(xi,x,J(9) dxi dx,i = 5l"<i-:~- da d6

'0,-
.":~~~ [J(xi,Xj)
':~:' O(a,S) étant le Jacobien de la transform~tion a,~ --+ xi(a,r), x. (a,ri) &~

1 i:":'c a, J ;,:;'r

.
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c) Montrer enfirl quP l'élément ~e volumG est donn~ Der

(10) dv = ri1 h:? h3 jx1 ,~x2 dx3

. ..., II - CAI.CUL PES VECTEURS 9 i . 0

,J~

~
~

1 S1 nous posons:

( 11 ) ~ - 1.\ j -::'-. ,- w. k "' 1<-J.,j 1

a) r-lontrer que

(12) ~ _1 = - w ,j et l1~nc w. j = 0
p q q p ~ .:!..

~27 ~~ M':} 1 1 CI 1
b) En notant que ~: ~ - = ~ ~ montrer que

OX.dXo j 'JX.oX.1 .. ..-, -

r' ) hi -4(13) ,1, 'J . i ..t. tw - = - 51 ,.. J e
j i h.. - 1-

(14) Wi jr = 0 si i ~ j ~ 1<-

III - EX9RES.S'IO~,J ors OPERATElIP..s CLASSI()Uf.~o
~ '

a) Compte tenu de la définition

. ...
( 15 ) ,,1 \.f = grad . dM

montrer que

. ... 'fo .:!.. ...
(16) grad~=U. G. = - (!

1 1 1 hi i

.
..'i-

. ;/:.
,";'X~-k . '
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b) l~omotG tenu du la dÉfinition

( 17) d\j = grad V. dM

montrur que

+ - + + 1 ( i ) + +
:"" (18) gred V =" T i; ei " (-1; = f v, j + V W ..-i e.~ 8

j~ ... ~ 2 ".'- p P 1-

,
~

j

c) Compte tenu de la définition

+ =_.(19) div \1 = trac'~~ r:radY = Tii

montrer que

+ 1 ( 3 () é) ~(20) div V = -h " h ~ (h 2h3v1 + k (h 3h1v 2) + a (h1h2V3)
l' 12 '3 ax1 x2 x3

1

d) Déduira ,je ce qui précède l' expressior! (21) do l\'f en coordonnées curvili-

gnes orthogonales.

8) ln partant de lA défini tior;

.
- +

(22) d1f = grad T .dM

montrer qUE:

.0
-~

. 1 ~aT.. . k ]- .. + + J.J K + + : (23) i~rad 1r = Sj,jk ai ~"Gj~ak = ~ ~ + T Ij Wl-i + T il Wl-j ep ejek

, ..

=- +
Rn déduire l'exprassion (24) de div IrrJuis l'expression (25) d~ A V en coor-

1 donné~s curvilignf3s orthogonales.

. V
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f) Montr"-')!' r:'nfin (~Ul:

- r - = -- -- ~~- ) -1~ { 1 1 t (:;E) rot \i -;:: 0.. '" ='" -:--- - (t-, " ) e- .,co
i "' J '.';) 'L" k '

l 1!'- Il,r' k rX. ~ J.J - .J .- -
:.- - - - -- --.1

~

J ---= -- r---+ -
~ 01"1 r:,r'1rJrL~u('"Jra pour c~la cue rot. V = [ (gr ad V)..

( étaf1t 1~ ten".E,ur 131 tl;~rné fon:!êr:1ûntal et l' ir.dice ï d{?signant l'opération

tran~,~os1 t ion.

IV - Ai'PLICATION A/lX COORVONNfE.) C','Lr~JllRrOUT:S..

X31' :(1 = r
x? = (;

... x =X
, 03 3..3- ,r

, r -~, - - V e~,:

M""""'" L
1 -r

l "1 a) ca1culor h1' h2' 1-,;
9. . ~ X/ ..?- - ,,: :? b) dnnnez 1e3 expressions respecti\.'8S

"~ des é16mC'nts do longueur, d'airo ut
1

~ 1 de volume en coordonnées cy1indriqu~s.
1

~ X
1

c) calculer lesuijk
-~

1 -..
,A ...d) dl1duir: di;: S Gt C 1!3~ expressions dfJ grad i' gr ad V, div V, 1::.,'

rot V et d1\.' 1t un coordonné.:,s cylirldriquos.

- V - ,~PPLICATI0N AUX COORVOi!/JEES SPh'[PIQUES. X
3

~
x = r1 -

x =~ D'9,-rr ', 2 ... 0
... 1

x3 = IP C'..." (2iT "', 7"'"

1 M ~B3

rTlGmcJ!; questio!"l:, a,~"c,,-j, qU~è pour =..," : ~
G r" 2

les coor~onn6~s Cy lindrinujs. , l
, 1

X2-, ~,;~, . . , , !

~ i
. . 1

.
.{~'
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-1 ~~:!Y1~~--~~~~~~~.I~c~ e.ldc .vOP~-'

,

~ !'.i~ ~ _oJe- ~'} 3~ ~
}f ('.11 cJ;fl/); !,ClI\ PC' PDYl2LA4U db\ 1\-1*,f:1~\1 1r'l/e"h;tl/J/"rnClI' d~; Q~'

"-. Dk-=ldnj
~ -\ ""0 - 1 -? -4. -

dM :::~ dl"X~ -:. ~ d'X~ et.' ::..f\: d"Xi ei d DU-,: ~IX.: \""'brx.~ - - -
.. -

J
~ ( ) l ~l /)1 ! Dt. 1 l. /J-l " /) d t

Lr d-1"=:.1 dM J :::. "1 dlX, + hl D'Xl + f>J dXI = f> c.' dlXi

el if~~~ ci...:. ::t.A.Jj~~'

C'e.,/ P(JtIIL d-#Y1 fOl~}!c.fD~'1~mYlAe ;/pl'Y)e"lol'l1~ ta/1:;e.nfp'lcl-
.-

/)WI f O(~ aL4.. 10" nt COM; deJl.: ~..; J~ -OU'11 ~ce. COM' dfo1 f; e.10..11 f

,,-
a..1ei1-10heJ ,.1i tlP~ ~7 de UI 11è: fa... dt.J.~ jî41t4/)'\.1Cj.-et) q!//'J/c/>'WJidl.1OM.'

dM' = &1 ("c..co;~eyY\e/)f ,nf""I(,.)//1YIé,P dt M t 101'\8 dr.b COllAfJf-1

0<' = CO".,i~,.,It-'

-) -
dM/ CI(GAO)-~'Mt/'lt injlfl'1Cé>I/I'\l1f../ d(' 11 le Ion.} d" )3,:;:cOJ"'1JanJ,,-

d~ -= ~J.' ~ dl,( ti.- "'"2>0(

ariP<:~e.l'\t Ji ~L.Ulfc~ce eo-) ofo~ don/); 1?a..1..

,. -\ -4 ~ /) n ~rv' ~ (:f -1 ~
1'(l 01 (5" =- d,., /1 ci M' =- PI ~ h~ ~..( ~- ~ d a{ dl:; eL /1 td- - "1)ol op

~oi}- J C:Ol7}lt~ if..flu de

~"e1/:. f'ldhe;.,'

.

-..-
-~~" ~
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~ /'y'I ~toM '}Me / t o.A ~ e tri r Pt

~ fi 1 ~~ = ~-=.: ~ -~~ ~ = D(l.2:l/~~-
j ~ 0{ 0 j?> ~ 0( -0 J3 ~ 01 ~ I? f) ( ~ 1 fi)

c: e r c 0')"\ cItA j-j a,- :

~: t;ê dT5'":: ~Zh3 D('Z.lJX~)c:Jo/df3ë:-+ .f,J~1 [)('.)'~/!l:)d~p,.e;+A1i>lD('l'I..I.2,1 do/dj3 <" ,

. () (~)~) D(..'Jft) D(J./f") .""j
;: - f~:

: ~OJ 1-- c.o~J t.. 1 e" lA ci" (9) .l?~
. : ~ ~ -? D D -\- :~~1j;t~r:

m da- ',== "1. ~, dIX J d4't e' 1 -+ ~ J 1,1 d~) d!2.J é' 1.. -+"f\1 hl. d".:t'J d aJ f!.J ~;~~~:~
( 6 ) 1 J1c;~g,:::~~;:"5ii. (f~ 'o'\.m~~ ~~"tJ,fJ'J( f1ofo~'e dom Pt f~t. 1'",1 I~ . ':;~:~C~~!;...::

J, r""?f.j:;\ie~I:j
C ) e P ,'m e. ~ f de. .1J 0 r lÀ. /)'PI t ' ::t~~

J
1

~ , 1

"'(1)'" It NO~I1'. d~ }~c'~./t };}t.::l~ ~fC!~ent'al/)e' 07oNlf .I~ c:.otll> 1

~ "IjONlt t\ov> ot:.",o;~fmf',,7? ir\li"Jolf,"~FY'd.I'~ r~ -/, POIY\.? d~ c.J,~/.,(

1"0 Jiea"i'~ (:00401 01""':" d' ~

'. 01'1 of" ôf'\
,'~~',:: oJ/tf =(- 1 - / - ) dl:X.J da} d'X,

~:;.:; 'ê>1X. ~~l dl:t'~
~,:]
".c a A -D- ( 4 ~ -4 ) ci d:;~;::' =. ." -t 'f') t 17.3 e 1.1 eL... e J /J 1 IX 1 ci IX J

::~::".; =. ~1 ~2.:/'3 Z 'dA 6~., °JL cr- AJ da} da) JIl)

1
i,.., (10 ) ,- d IV":; ~ 1 ~ L ~ ~ dIX 1 da 1 ci /.Y J ,

c

~
t. (~PwP c1~ J\.Jtc1eJ.J.A) el/J- .

~ ~ ~
(1 ) 'YI ~ 1') o~ 0 M ~ ~ 1 ~ =. W ~ Il. e Pt 0.1)..

~ -4 .. -? ~ ~~
f. p' eij ~ ôplf c.e. ~ ImFf'jc. ep)~ eq + et> ' e~'j = 0

~Olt: (.u" 1 ~ b~1 t (J.)q -} A ~r = 0

1 (II. 1- = - (J )_1 '- -") il J,- ~ J.. ..", (j 1

donc r, 2) ! ~r CJ = - w~ p ==? UJj'! = C l

,
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)') OLV1 L f j :

) CI. },)oJ,C}/O'>'1 .I.>~) 11. do""\<:fj

. ,j'~ ~ L./j + ..f1i wi ~ -::. ~J wJ 1:: i

" ; .-,.n 1) 1-, w.! .1 i = 0 d a /VI t~ () ~ )

#
~ 1 , 0 1

l '" --~~~_~~rJ"f1 ' .
d OM. WJ-j =~ P°.I.J.A. (. t:}
(I!) 1

JGl ~oJ,.,.JjO1'1 QlLL ~..,edot')"t' 11~)
D ~ 4 -)

~o ~oJfc.l,o/! -1U,') el -:;i éi :;J eJ 01i)M1YIE"

h..i.W!-jA:= ~j UJ1 LA. .

- -

/)0;( j .
Wi-k U).ojL~-

~~ ---~~--
/)'y)a.:>/ COI'f))}tc ttYl'" de. (1~)

CA.) Jo J. g. hL t'l wA /. W.( - 1.. CV' -
-- -:1 L A~ cf'J. ~j -iJ-h. - ~A. .

. - - -
1. '

et ().,) ~ - fi. = - _~_l = - __~i:.-_~L-

- hi h~ ~ of,.

o.Irv>, /f):'~ol"e.m e.J?t
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3 - !~r~~jo h 01 tI) - °r~~~~l/) CfC1M/C/U(!.,)
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ti) ~/)~~_'f; Cf ~tClY!f »..nc. fO/Ylcf,O/Y1 ,",cc1fo,l']~ oie 1X1/ /X); ~)

~ -)r DI)Om) CJ"ad ~ = U~ e.: c, ft"») "
1

J ...uIY\ f l' c.. 1 t : ci cr = cf) L ci ~ ~

1. e.f d' out~ fC4t J<f:: u, :iL ' dl1..- CtVI

,- --) -) -) ->. df:. ~1~d'f' dM f:1 dM = ~-~ d'X..f: el
" 1

7 ci ~ Cf . = lJ i ~.' ~ t / j y; ~ f~ m e"f. 1" --
~. . ) -) -) c.p .
~ ( 1 6' ~1 () d Cf == U L eL = -.::~ ë)

(/ -P>, '

,- .
~ -) ~e) ~~ ~ ~ ~ r Q..w'\ v:; lI..r L e ~

--= ~ ~
P°l)or.,) ~""clV = T~J eL' ~ é:J

~ 4 -)

ci ~ t "'f lI.' t d v :. d \t ~ e i. + I\J ide i

-:., -\
-:. ftJL/j dl:1j et. +- 11T~ ei;d d'X'j,

:. (1tr~.l1 + vI' üJf> ji) dlXrJ ~
, -~ ==--~ ~ ~ -}

d ~1,~ "tO.Jlj- d v = ~,\(Jd V. dl1.:: Ti~ i>~ cJIYJ el.' == liJ "; d~; ei- - - ..

, - - -1 ( .1 , ) 1 )
dQlL. TI.J-- /I.riJj~rüf>uJF'-L

(18 ) -fI]-
,

.'

1 .. -'~ '" - --)

r" C) .:!.~! =. nc.(.f. ~/)adl/ = Tii

, 1 \ ( )1.., ci O..J.l.; con,}tc tc.Y'IA dt '2 ef(/~)

;(' -=>;of ,;, -1 "" [ 1 -1 1 .1
dl/!)" V:- - 'lJ~1 +-1\T2;2. t- /J5;/~ +- rift J,-f",l. + 1151 ~t"'J f- [~A2.13.j~nil.j

-I!>:J. ~2. ~; .,.~ Al AI. /'3

+ ~I r ~.J,3.1.f} 1})~~1/~J e1 f;nr,P"rnc,."

('.0 ) d JIlf iï) = -~---
,... ~ (e,z ~3 nf1) ~ ~ (~-~ ~4 f/.J2) -#- ~ (.'11 :f,J.I\f~~

D J.1 ô'X vIX! -0 IJ:~ ~'h1"1Jt ~3 ~ -

.
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10 e."rd ) ~ Cf = cJitIJ ~~lf :,:~~~:- - - ~:.;:::~,ê;:.

COrV'rk ten&.'l d~ I\II~/;D~ llô) et (JO ) :;~':.~~;
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