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ETUDE DES COORDONNES CURVII.IGNES ORTHOGONALES

{sous forme d’'un probléme)

FTUDF DES COORDOMMEES CURVILICNES ORTHOGOMALES.

Préliminaires : Soit M un point ce 1'espace Euclidien aFfine1g3, il peut &tre repéré

> -> .
par X1. X2. X3 coordonnées cans un triedre cartésien fixe (0, k1, Ko, k,) ou par trois

paramatres Xqe Xoe X3 {par exemple r, 0, X3 en coordonnées cylindriques ou T, 9,\?

2
en coordonnées sphérigues) formant ur systéme de coordonnéss localas.

Les surfaces x, = canstantz, x., = constante, X, < constante se coupent deux A

deux suivant les courbes appelées lignes soordonnées le long desqualles un sgu) parame-

tre varle.

£n tout point de 1'=space passent 3 lignes coordonnées; si ces lignes sont or-

thogonales entre elles en chaque point M, on dgit oue X4 X Xq forment un systéme de

coordonndes curvilignes orthogopales. A 1a rifférence avec les coordonnées cartésiennes,

les lignes coordnrnges ne sont nlus ici de direction fixa.

> -
A chagque rmoint NHX,s Xq» X.. ) de*i? cn assacie le yecteur : M(x)= X,(x) k,3 1es
1o R P R
5 o - o A ~E s —, mme— , A= 0
vecteurs tangents aux lignes coordnnnées en 1 sont alors v ™ 3%

3
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Les conditions d'orthogonalité se traduisent par &

- -
M ot _
(1) sgf'. 3;— = K Sij‘
1 3
et 1'on pose :
N EX
- ar
(2 &1 T 3x, / X,
1 £

(1e trait sous l'indice i signifie Aqu'il n’y & pas sommation en i ou encore que les
-’ rYebal
deux indices soulignés ne comptent que pour un seuﬂ. Les vecteurs €4 forment un triedre

local orthonormé @
3) > o
( By12 i

et 1'on suppose que les parametres Xyr Xoi Xq scnt numérotés de telle sorte gue ce re-

pére soit direct.

il N
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COMALFS,
: ! ,
2) fn posant h, = Yo montrer ocue 1'élément de longueur ds est donné par
i Xy

2 > 2 7 2 2,2 2 2 Z 2

2 = i = A b / + d =
. (4) dz [du! h1 S PR CXQ + by dxgy hi axy

L

b) Scit do un élément de surface de <§3 décrite par deux paramétres a et 8

de telle sorte

M A M

34

-
(n vecteur "normale unitaire” & le surface).

montrer alors oue do est défini par

- - > >
(&) n do = h_h. gx e, + h r, dx,dx, e. + h_h., dx,dx, e
1 12 P2

Ny GXpdxq &y + hahy dxg 3

{ici il v a sommetion en 1, j, k; mais les deux indices i soulignés ne comptent aue

pour un seul, ainsi cue les deux indices 3§ aseclignés).

On obti=zndra (€) en notant que per difinition
-» > e
(7) nde = dMaAdt' ,

-+ -
dM et dM' atant deux déplacements infinitésimaux de M le long respectiverment

des lirnez o = constante et R = constante.

On pourra ainsi utiliser les identités

! - Ai+ - ¢
w] = o [=]
(8) 2y 2y Cijk i e
D(xi,x.)
(s) dxi d)(‘_j = m—' do dB
D(xi,x )

. X . 0 ‘
ﬁFETET- ¢tant le Jacobien de la transformation a,R —» xi[a,p), xj(a“]




c) Montrer enfin que 1'élément <e volume est donné per

(10) dv = h1 h. h3 x4 . dx3
. 1T - CALCUL DES VECTEURS T, E
a ’
:‘_ 51 nous posons ;
- _ j -+
{11) ul“J = wi Kk Sk
a) Montrer que
(12) @ Io.. w_ v et donc w 3
° g 9 ii
b} En notant que 32% = azﬁ ontre e
! 't a 9%, X Ax.ox, montrer qu
i 73 i i
k
(i 1,3
(13) wj*i)i - -%-J— i 1#3 et
o= b
(14) wiJP=o si 143 #k
IT1T - EXPRESSIOM DES OPERATEURS CLASSIOUES.
a) Compte tenu de la définition
(15) dgf = grad . i
montrar que.
(16) grad@g=u, o, = Ti,
gr‘ad&r— ey = ——h;— 0y




b) Comnte tenu de la définition

> o 3 >
(17) dv = grad V. d™

montrar que

} "a==f’= - > > 1 © ., -> >
3“ (18) grad V * Tij ei@ @y = ,—]-j— (VJ-'J_ + Ve, p-i) e,® ey
<
3
c) Compte tenu de le dé&finition
. N -
(19) div V = trac~ prad¥® = Tii
montrer -que
> 1 ) 3 J
4 | = e
(20) av ¥ - (ax1 (nghyvs * B (Nahava) * 3 (h1h2v3))

d) Déduire de ce qui précéde 1’expressior (21) de A17en coordonnées curvili-

gnes orthogonales.

g) Ln partant de la définition

ettt

(22) at - gradTT".dﬁ
montrer que
A |
} (23) rrad :TE g '\',‘-5 -{2: = l— aTij + T w ﬁ + T W 5‘ > > 3
2 I i “1jk i“"j “k hk axk 13 1 i 11 *17; e‘? ejek

an déduire 1'expression (24) de div T puis 1'expression (25) de A V en coor-

données curvilignes orthogonales.
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f) Montrar onfin que

|

ot v =& .
Gn romarguera pour cola cue rot Vo= (grad V)

& étart le tenzeur alternd fondamantal et 1'indice T désignant 1'opération

tranarosition.

IV - APPLICATION AUX COORDONNFES C/LINDRIDUES,

XB n X, =T
X5 = 3]
- =
N e p3 ) X, = X3
.. e
| %9 ‘ a) calculer h,, h,, b,
> X,

b} donnez les cxpressions respectives
des éléments de longueur, d’aire ct

de volume en coordonnées cylindrigues,

- ——f .= -

c) calculer les(u‘.j
ik

——— 4
° ; r—— -»> -»
4) deéduire de a et c le=s axpressions de grad ;? , grad V, div V, A~13,

- _
rot V et div T <n coordonnéus cylindrigues.

V - APPLICATION AUX COORDOIINEES SPEITIOUES.

X3
A
x1 = r |
X, = 9 0€ 3 ¢ = S o . 21
x, = Y 0 €27 S o
3
hf ”TZR}%
. . . = -
mémes questions a,t,c,d, gue pour PR 92
. 6 T
les coordonnées cylindricuns. . !
y ' ~ )
/’ ]
N —> %,
S .. 1
T e |
x1
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