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l) Calcul vectoriel:
Calculer en utilisant le tenseur (e,i1):

(Ànr).(cnD)
en fonction des produits scalaires deux à deux des vecteurs Â, E, e , 0..
2) Identités classigues:

Soient Âc/_E deux champs de vecteurs et g une fonction scalaire tous trois délTnis dans un

domaine de ^R3.Rappelons que:

sTid'P = 9,i t'
divÂ = Ai,i

^q 
= g,i

M' = A'dI k'

rtaÂ - Ai,j ,t, e b
les Iotant les vecreurs unitaircs de base du repère de travail.orthonormé

En supposant que Â, E et g sont cleux fois conünûment dérivables. Retrouver, en

utiiisant les propriétés du tenseur alterné fondamental ; les idenütés intrinsèques classiques

pcrmettânt de développer les expressions suivantesl en coordonées cartésienncs.

ù div(Âq)
\.t

b) rot(Ag)

Q div(Â n E)

d) (tiv(it À)
.->

e) rot(grâdtp)

f) div(fadrq)
- !t\-t -g) rcit rot A

J -h) rôi(Ar Z)

i) sr{d6. B)

3) Relation utile en mécaniquc:
Montrer que le vccteur de composantes yi = ui,itti dans un repère donné n'est autre que le

t rl

vectcur 1 = grad* + (iltU) 
"U .

2.



4) Propriétés du mouvement d'un solide parfait:

On considère un solide parfait de rotation insununée Cl(r)

Soient ÿçU> et T(M) les champs respectifs des vitesses et

"-là à'
par+appo.É-I

accelérations

PomÊ
un re,père fixe donné.O

associés à ce solide.

Appliquer dans un repère [§Se+tde d'origine O,les opérateurs cliffdrenüel s div et rot

respecüvement aux champs I efi .
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Module : MATHEMATIQUES
Feuille d'exercices No 2 de Mathématiques

proposée par Bilal Baraké.
Thème : Invariants - Directions principales - Valeurs propres.

(2ème cours du 3019197)

I ) Directions princi :

Exercice I :

Donner les directions principales et les valeurs propres d'un tenseur 7 dont I es

composantes dans un certain repère orthonormé sont définies par :

,,, =La, a, +116,

À et p étant des constantes et a; les composantes d'un vecteur â donné.

Exercice 2 :

Soient Û et ÿ deux champs de vecteurs unitaires quelconques. En un point donné, le

tenseur 7 est défini par ses composantes

,,, =L( u,vi+ujvi ) (^. > 0)

Déterminer ses directions principales, ses valeurs propres, sa partie sphérique et son

déviateur.

II ) Invariants élémen

Montrer que les invariants élémentaires d'un tenseur 7 s'expriment en fonction des
_2

ffaces de T, T et T . Qu'en est-il dans le cas particulier d'un déviatew D ?

III ) Propriétés de quel

( Les tenseurs des contraintes considérés ci-dessous sont toujours symétriques. )

Exercice I :

Un tenseur des contraintes est dit uniaxial ( de traction simple ou compression simple )

dans la direction .r1 si, au point considéré, toutes les composantes o,j sont nulles à I'exception

du terme o6 de la diagonale.



Donner une condition nécessaire et suffisante relative aux invariants d'un tenseur des

contraintes .X pour qu'il soit uniaxial dans une direction quelconque de R3.

Exercice 2 :

Un tenseur des contraintes est dit de cisaillement simple dans les directions

orthogonalas oxlrt ox; si tous les 6r. sont nuls à I'exception de oH = o;*.

Donner une condition nécessaire et suffisante relative aux invariants d'un tenseur des

contraintes .E pour qu'il soit de cisaillement simple dans deux directions orthogonales

quelconques de I'espace.
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Module : MATHEMATIQUES
Feuille d'exercices N" 3 de Mathématiques

Responsable : Daniel Margerit
Thème : Analyse tensorielle.

(3ème cours du 6/10/91)

I) Champ de eradient:

Soit Û = rpi€) frdO un champ de vecteurs de E3 défini sur un domaine Q de 83, 0 e C2(C))

et e une application différentiabte ae @ tt(rR).
Montrer qu" Û définit un champ de gradient

II) Relation de compat :

(Les calculs qui suivent sont classiques en Mécanique des Milieux Continus pour

calculer un champ de déplacement Û à partir du tenseur des déformations

linéarisé obtenu pour écriture des équations d'équilibre)

Exercice 1:

On définit ie tenseur :

i( o) = q( rfr,
où «p est une application de E3 dans n .t {t: le tenseur unité't) c'( Yl, rK\

Quelle est la forme la plus générale de <p telle que e soit la partie paire (ou symétrique) d'un

tenseur grad Û ? Donner l'expression générale de t7 .

Exercice 2:

Considérons la fonction ç : (-r, ,xr) e n7 
--+t(x,,xr) 

e R
a'r, ^j

et le champ de tenseur E d" .o*posantes e, = Q,ig,;.

a) Donner les directions principales et valeurs p.opr"s d" E.

b) A quelle équation aux dérivées partielles doit satisfaire la fonction Q pour qu" i soit la partie

symétrique d'un champ de tenseur gradient ae fJ ( Û champ vectoriel de E3; ?

c) y a-t-il des solutions harmoniques g (Âg = 0) ? Donner une expression générale de U

dans ce dernier cas.

3*;J
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Exercice 3:

On obtient, pour une poutre en flexion, le champ de déformation linéarisé de composantes

-Mx. d. - t4

êrr =- - €A
EI

6Mx"
etL= -ff = ry

Elz=|-23= tt: =0

Sachant que le tenseur des déformations E d. .ornposantes tri est relié au champ de

déplacement Û par les relations

,,, = i(u,,, 
+ui,,)

Montrer que Ie champ e, ci-dessus est effectivement intégrable et calculer le champ des

déplacements associé sachant que les conditions d'encastrement se traduisent à I'origine x = 0

Par 
û =iiiû =o
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Module : MATHEMATIQUES
Feuille d'exercices No 4 de Mathématiques

proposée par : Florence Biguenet
Thème : Quelques problèmes

(4ème cours du l3l10196)

I Exercices d'algèbre tensorielle :

I - Montrer que si un tenseur du second ordre est symétrique dans une base orthonormee {â,},

il I'est dans toute autre base { â;'}.

2 - Soient t1ip1 les composantes dans un repère d'un tenseur I d'ordre 4 . Démontrer que

s;r=t;i;l sont les composantes dans ce même repère d'un tenseur 3 d'ordr" 2. Onutilisera pour

.Ëtu{à définition 3 du polycopié p.11. Cette vérification justifiera alors une extension de

l'opérateur "contraction" à des indices non adjacents.

3 - Calculer det(1+ ü@ü ) et montrer en particulier que ce déterminant

vecteurs t et ÿ sont orthogonaux.
a) en se servant de la formule du déterminant
b) en cherchant les valeurs propres du tenseur

vaut I lorsque les

4 - On considère un tenseur 7 représenté dans un repère R par la matrice :

| .? x$2 xrx,vltlr=t 
Ilr

Lrrr, xNxz -k )

Écrire 7 à I'uid" des notations indicielles puis donner une expression intrinsèque de T.

5 - On considère trois vecteur, Û, ÿ "tfra" 
R3 et on désigne par T le tenseur défini par

T = (û nÿ)sfr

a)euel est I'ordre de ce tenseur ? Donner son expression dans une base orthonormée

{a'}
b) Donner une expression intrinsèque de la trace de T

c) On suppose maintenant que I4z est orthogonal au plan défini par les vecteurs (t et ÿ ;

montrer alors que T est symétrique. Que dire à priori de ses valeurs propres et

directions principales dans ce cas?



6 - Définition et propriété d'un déviateur :

On désigne par d; (pour i=l,2,3) les trois valeurs propres réelles où complexes d'un

déviateur D; écrire ie polynôme caractéristique de D pour chacune de ses valeurs propres et en

déduire I'identité : 3dp2Q = d.? + 4 * û

d)On se place dans le cas particulier décrit en c) et l'on suppose de plus que !V est

unitaire; àéterminer alors sans calcul les directions et valeurs propres de T '

II Exercices d'analyse tensorielle :

1.- Étude d'un champ de vecteurs radial:

-)
On considère le vecteu r ÿ( U ) = L.ry de R3 où A est un tenseur constant du second

ordre et r le rayon sphérique ; rZ = xkxk /c e {1, 2,31 .Donner les conditions sur A pour

que I'une des relations suivantes soit satisfaite:

a) div(V; = g

b) rot(ÿ) = ô
Il est demandé de ne pas utiliser les coordonnées sphériques'

2 - calculer divf<o(x) Û(*)sÿtil7.

3 - Montrer que I[lrrru*=llrnùdo 
où Q est un domaine de R3 et fr tanormal

oaÇ)
extérieure au bord âCl de O.

4 - Astuces de calcul en coordonnées cylindriques :

Soient (O, xt, x2, x3) un repère absolu orthonormé dans R3 dont les vecteurs unitaires

de bases sont A, et M (de coordonnées .r; ) un point de R3 dont on désignera par H la

projection orthogonale sur Ox3. On considère le vecteur particulier :

_-+
ÿt l,t ) = A. HM+ q(r,4) êt

où r désigne le rayon cylindrique défini pu, ,2 = xaxs o e {1,2}et A est un tenseur

constant du second ordre sur R2 1 composantes ao\ )'

a)Montrer en dérivant I'expression précédente de 12 par rapport à x7 que

r, =b ôoj = {aôa7.'J r 
*t 'u.^J

b)Écrire les conditions sur A et I pour que divV = O '

c)Même question pour que cette fois rotÿ = O '



5 - A propos d'un champ de gradients :

Soit T(x) un champ de tenseurs défini par :

T( x) = [cr(q O ê, +ë28ôr)+ pZ3 I ër)rr.

Écrire les composantes du tenseur dans la base {e-;}. Montrer qu'il est la partie symétrique d'

un champ de vecteurs Û. Que dire de I'unicité ae tUt

Déterminer la solution généraledu système 
*rr,,,-t 

ui,;)= tii.

III Apptication du calcul tensoriel à I'électromagnétisme :

Relation énergétique en électromagnétisme :

On rappelle que la puissance énergétique Pr*(g)apportée sous forme électromagnétique

à un domaine volumique arbitraire C) de I'espace est égale au flux entrant du vecteur de

Poynting È " Ft à ravers la frontière ôÇl de Ç).- 
Donner en utilisant le théorème de la divergence généralisée et les astuces de calcul

tensoriel I'expression de la densité volumique de puissanc e p"^( M ) (apportée en chaque point

M de l'espace sous forme électromagnétique) en fonction de FI,§, t,, * * 
où l'on rappelle

ote rotË*4= o et rotFI-àD =i .-Atàt

IV Application du calcul tensoriel à l'élasticité :

Les équations de l'élasticité classique sont:

i)divL+ f = O traduisant l' équilibre

ii)» = Àet1+ 2pt traduisant le comportement

E , ,"nr"u. symétrique du second ordre est le champ de contrainte de composantes oi.;

f est un champ de forces volumiques extérieures

E(u)d" composantes Êii est la partie symétrique du tenseur gradU et U est le champ de

déplacements et tl est le premier invariant de E

a) Donner l'équation aux dérivées partielles vectorielles vérifiée par U en fonction Oe f .1On

passera par lès composantes de i) et ii) puis on remontera à 2 expressions intrinsèques
équivalentes de l'équation cherchée.)

b) Exprimer t en fonction de I ( On passera par la trace de I'expression ii), et I'on posera en

findecalcul ü= E 
", ,L =u- r 2(l + v) 2tt(3L+2p)

c) En supposant que I'on connaisse un champ E vérifiant i), écrire les relations que doivent



satisfaireleso,1pourquel,onpuissedéterminerunchampdedép1acementUàpartirde
l'expression troüvée en b).

V Extraits de I'examen de I'année précédente

-à
Soit u vecteur unitate fixe et

T (À)=og)?.?

1) Valeur du déærminanr de T ?

2) Vecteurs propres et valeurs propres de 'l[ ?

3) Expression et ordre du tenseur gradient de lI ?

4) Condition nécessaire et suffisante sur 0 pour que div T = 0.

B) ooérations sur Ie second gradient d'un champ de vecteurs d

-+ --) 1 _)
Soient U un champ de vecteurs et C) = ) rct Ü son vecteur tourbillon de composantes û\

1) On pose k17 = Q,t., montrer que le tenseur K (de composantes k17) est un déviateur.

2) Exprimer tpmi k12 en fonction des dérivées secondes a. ü.

3) On désigne par

ki;/ = | [r,;, + uj,{i + u/,ij]

la partie totalement symétrique de uq1 ; déterminer, à I'aide du résultat de la question 2, le reste

r1i1=u;,17-kilr

en fonction des composantes de K.

4) Montrer alors que, quelque soit le tenseur du troisième ordre 'l[, la quantité

p = tij/ uij/

peui s'écrire sous la forme

p = d,j kU + sij{ kij/
dans laquelle di; et sij/ sont les composantes respectives d'un déviateur et d'un tenseur totalement
symétrique enij( que I'on exprimera en fonction de t1g-


