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- EXERCICES SIN LE CALCUL TEN§ORIEI -

,îJlal"ul vectoriel.

Calèuler en utilisant le tenseur (tfj*) 3

«iaïl . ëln)
eo fonction dea produita rcalairee deux à deux dec

ô-è+
vecteura ArBrCrD.

(Dra"SÈi.ér "l"r"ts*..) .)
Soient Â et É derx charmg de vecteurs et I une fonctloa rcalaire toue

Èroie ttéf inig Bur un dornaine de n3. Rappelons que;

ê
grad'9 r ÿ,i ki

aivl :[.
Irl

Â9 -ÿ' - r11

Âi rd...i.lrJJ 1

gradA.Ai,5liOT,
+

lee É, étent les vecteurs unitai.res de bage'. rlu repère de travail.
1

En aupooaant gue T, T 
"aÿ 

sont tletrx fois coatinuenent rlérivableo,

retrouver, en utilisant lee propriétés du tenseur alterné fondanental; lea

identitéa intrinaèqueg classiques pemettant de d€velopper lea expreeeions

auivantes :

a) div «iql
u) lt (ig)

.) .)
c) div (A 

^B)

-.)
d) div (rot À)

#>
e) rot (era49)

f) div (nrad {)
g) rot

-4 
++i) srad (Â.Ë)



2.

gue le vecteur de composantes Yi . tirj
le vecteur

ü2 ++

-+rotUÂU2

u. dane un rePè',:e donné

4) Prepriétéq_{u= Erouvemenc d',rn ggli9g-pg!gi!,.
'

On considère un golide oarfait de rotation instantanée il(t) p." rapport

à un repère fixe donnê. Soient T(r) 
". î(U) f"t charrrps reapectife dea vi-

tesses et accélêratione aeeociés à ce solide.

Appliquer dans un repère lié au solide drorigine O, les opérateurs

différentiels rliv et i6I respectivement aux champ" T 
"a 

T.

@ Relation utile en rnêcaïrique.

!tontrer

ntest autre que

.)
Y!

tions principales et valeura ea dtun tengeur.

Donner les directions
dont les corrpoaenteg dans

Ç.. =
1J

et U étant des constantes

principales et les valeurs Propres rlfun tenaàur

un certain repère orthonormê sont définis par

À a.a. + U6..1 I 1l

et a. les comDosanteg rlrun vect".ra T donné.
1

6»
donné

+->
Soient i "t ü deux chanrrs de vecteurs unitaires quelconques. En un point

, Ie teneeur § est d6fini r.rar ses comPosantes

oij = À(uivi + ulvi) 1f : O)

DÉterminer ses rlirections principales' ses valeurs Propres' sa Partie
ephérioue et son déviateur.

@ Invariants é1émentaires «I'un tenseur du eecond ordre.

-vontrer oue les invariantj él('raentairee df un tenseur lf stexprim-ent en
:' ) 

'l:;:â'fi

fonction des rraces.tef, Ët "tlljt'liQ"'en est-il clans le cae particulier

drundévi.r",r"P 3 ik-:'-l'



3.

Propriêtés de, quelque§ tenÊeur8 des contraintes parÈiculiers.

(lestenseursdescontraintesconsidér6eci.desSouSsonttoujours
syurétriques) .

1@) Itn tenseur «les contrainte' est dit uniaxial (de traction aimple ou

@dang1adirection<lesxnsi,aurrointconaidérê'toute81e8
couposant"s Oij sont nulles à lrexception du term" OE! de la diagonale'

Donner une condition nêcessaire et euffis"na" ]"r"tive aux irnrariants

drun tenseur dee contraint"rf pout qutil eoit uniaxial dane une direction

guelconque de 83.

;\
G} lln tenseur dee contraintes est dit rte

«tirections orthogonales oxn, oxl si toue tes

d" okl . olk.

Donner une condition néceesaire et suffisante relative aux invariants

dfun tenseur des contraintes -f po,rr quril soit de cisailleflent sirrple dana

deux directions orthogonales quelconque§ de 1'esDace'

cisaillernent simPle dans les

o. . sont nuls à lrexception
L?1

t{3 ctrrn de pra«lient.
.>. SoitU-ÿ(0)

cz(n) aane cl (o).

_3

-l 
t) ' on'hértdi}t r rapplication q de t- dans R par

Ë{5)= 9(l) i

î ét"ot le tenseur unité.Quelle est 1a forme la plus générale

soit la partie paire (ou sypétrique) drun tensu"' ffi f
.-..d1"' ' 

?"-
'Q^..3119t alorl LrexpressioS eénérale cle u' ')

char.rp de vecteurs de 13 aatini aur un

et P est uoe application diffêrentiable de
qrad

0e
eqn

c2 (a)

Montrer q,ro T est uir chanp de graclient'

(Les calcul.e qui suivant sont classiques en mêcanique rlea urilieux continus

pour calculer un charqp de déplacenent ü a p"rtir du Èenseur des d6for-

mations Linéarisés obtenus pour écriture des équations rlréquilibres)'

:
de f telle gue c



4.

l2) Considérone la fonction :

et le chanp de teneeur E de conposanteg

tij - 9,i 9,3

a) Donner Lee directionq pr.incipales et valeurg propreE de ff.

b) À quelle êquation aux dérivéeg partielles doit aatisfaire la fonction

pour queE soit la part'ie syoétrique drun charnp de tenseur gradient

a. ü 1ü cnaorn vectoriel "" 
€3)'

") Y " -t-il des eolutions harmoniques +(Â9- o) ?

Donner une expreseion générale ae ü d.ns ce dernier cas,

13) On obtient pour une poutre en flexion le chanop de dêformacion linéarisé de

comPosantes

E .-H*2ll Er

o\ xz
Ê - --= -- ig'22 

Er

Elz-ez3='32=o

Sachant que le tenseur des déformations E de composant'es tij tt reliê au champ

de déplaceueuts T p"t les relations

"ij à t"r.,j *'j,i)

l.lontrer que le chaurp eü ci-dessus e8t effectivement intégrable et cal-

culer le champ des déplaceBenç,s associés eachanÈ que les coaditione drencas-

trement ae traduisent à lrorigine ë' O Par

ï-totü=o



5.

l4) Relation entre le eur de3 conÈraintes eÈ le teneeur déformations

Soit I 1teepace vectoriel dea Èenseurs drordre 2 eur R'3 et.1f,le eoua

e§pace vectoriel des tengeurs eymétriques «le 't'

a) combien faut-il de coefficientE pour dêcrire uo opérateur

linêaire 1' aur ,s .

À coubien tombe ce notbre pout un opérateur 'C aur ÿ ' '

Supposons" entin qü3 f eoit linéaire et isotrope sur ÿ '
Eontrer alore a.ue deux coefficients sont euffiaaats Pour d6crire
'l

-ooo-

b)

c)


